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 第二十六章  多元分析 
 

多元分析（multivariate analysis）是多变量的统计分析方法，是数理统计中应用广

泛的一个重要分支，其内容庞杂，视角独特，方法多样，深受工程技术人员的青睐和广

泛使用，并在使用中不断完善和创新。 
 
§1  聚类分析 

将认识对象进行分类是人类认识世界的一种重要方法，比如有关世界的时间进程

的研究，就形成了历史学，有关世界空间地域的研究，则形成了地理学。又如在生物学

中，为了研究生物的演变，需要对生物进行分类，生物学家根据各种生物的特征，将它

们归属于不同的界、门、纲、目、科、属、种之中。事实上，分门别类地对事物进行研

究，要远比在一个混杂多变的集合中更清晰、明了和细致，这是因为同一类事物会具有

更多的近似特性。在企业的经营管理中，为了确定其目标市场，首先要进行市场细分。

因为无论一个企业多么庞大和成功，它也无法满足整个市场的各种需求。而市场细分，

可以帮助企业找到适合自己特色，并使企业具有竞争力的分市场，将其作为自己的重点

开发目标。 
通常，人们可以凭经验和专业知识来实现分类。而聚类分析（cluster analysis）作

为一种定量方法，将从数据分析的角度，给出一个更准确、细致的分类工具。 
1.1  相似性度量 
1.1.1  样本的相似性度量 
要用数量化的方法对事物进行分类，就必须用数量化的方法描述事物之间的相似

程度。一个事物常常需要用多个变量来刻画。如果对于一群有待分类的样本点需用 p 个

变量描述，则每个样本点可以看成是
pR 空间中的一个点。因此，很自然地想到可以用

距离来度量样本点间的相似程度。 
记Ω是样本点集，距离 ),( ⋅⋅d 是

+→Ω×Ω R 的一个函数，满足条件： 
1） 0),( ≥yxd ， Ω∈yx, ； 
2） 0),( =yxd 当且仅当 yx = ； 
3） ),(),( xydyxd = ， Ω∈yx, ； 
4） ),(),(),( yzdzxdyxd +≤ ， Ω∈zyx ,, 。 
这一距离的定义是我们所熟知的，它满足正定性，对称性和三角不等式。在聚类

分析中，对于定量变量，最常用的是 Minkowski 距离 
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当 2,1=q 或 +∞→q 时，则分别得到 
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 3）Chebyshev 距离 
   kkpk

yxyxd −=
≤≤∞ 1

max),( 。                                    （3） 

 在 Minkowski 距离中，最常用的是欧氏距离，它的主要优点是当坐标轴进行正交

旋转时，欧氏距离是保持不变的。因此，如果对原坐标系进行平移和旋转变换，则变换

后样本点间的距离和变换前完全相同。 
 值得注意的是在采用 Minkowski 距离时，一定要采用相同量纲的变量。如果变量

的量纲不同，测量值变异范围相差悬殊时，建议首先进行数据的标准化处理，然后再计

算距离。在采用 Minkowski 距离时，还应尽可能地避免变量的多重相关性

（multicollinearity）。多重相关性所造成的信息重叠，会片面强调某些变量的重要性。

由于 Minkowski 距离的这些缺点，一种改进的距离就是马氏距离，定义如下 
 4）马氏（Mahalanobis）距离 

   )()(),( 1 yxyxyxd T −Σ−= −            （4） 
其中 yx, 为来自 p 维总体Z 的样本观测值，Σ为Z 的协方差矩阵，实际中Σ往往是不

知道的，常常需要用样本协方差来估计。马氏距离对一切线性变换是不变的，故不受量

纲的影响。 
 此外，还可采用样本相关系数、夹角余弦和其它关联性度量作为相似性度量。近年

来随着数据挖掘研究的深入，这方面的新方法层出不穷。 
 1.1.2  类与类间的相似性度量 
 如果有两个样本类 1G 和 2G ，我们可以用下面的一系列方法度量它们间的距离： 
 1）最短距离法（nearest neighbor or single linkage method） 
   )},({min),(
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它的直观意义为两个类中最近两点间的距离。 
2）最长距离法（farthest neighbor or complete linkage method） 
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它的直观意义为两个类中最远两点间的距离。 
3）重心法（centroid method） 

   ),(),( 21 yxdGGD = ，                     （7） 
其中 yx, 分别为 21,GG 的重心。 
 4）类平均法（group average method） 
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它等于 21,GG 中两两样本点距离的平均，式中 21, nn 分别为 21,GG 中的样本点个数。 
 5）离差平方和法（sum of squares method） 
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其中 
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则定义 
  211221 ),( DDDGGD −−=             （9） 
事实上，若 21,GG 内部点与点距离很小，则它们能很好地各自聚为一类，并且这两类

又能够充分分离（即 12D 很大），这时必然有 2112 DDDD −−= 很大。因此，按定义可

以认为，两类 21,GG 之间的距离很大。离差平方和法最初是由 Ward 在 1936 年提出，

后经 Orloci 等人 1976 年发展起来的，故又称为 Ward 方法。 
 1.2  系统聚类法 
 1.2.1  系统聚类法的功能与特点 
 系统聚类法是聚类分析方法中最常用的一种方法。它的优点在于可以指出由粗到细

的多种分类情况，典型的系统聚类结果可由一个聚类图展示出来。 
例如，在平面上有 7 个点 721 ,,, www L （如图 1（a）），可以用聚类图（如图 1（b））

来表示聚类结果。 

 
              图 1  聚类方法示意图 
记 },,,{ 721 www L=Ω ，聚类结果如下：当距离值为 5f 时，分为一类 

  },,,,,,{ 76543211 wwwwwwwG = ； 

距离值为 4f 分为两类： 
 },,{ 3211 wwwG = ， },,,{ 76542 wwwwG = ； 

距离值为 3f 分为三类： 

 },,{ 3211 wwwG = ， },,{ 6542 wwwG = ， }{ 73 wG = ； 

距离值为 2f 分为四类： 
 },,{ 3211 wwwG = ， },{ 542 wwG = ， }{ 63 wG = ， }{ 74 wG =  

距离值为 1f 分为六类： 
 },{ 541 wwG = ， }{ 12 wG = ， }{ 23 wG = ， }{ 34 wG = ， }{ 65 wG = ， }{ 76 wG =  

距离小于 1f 分为七类，每一个点自成一类。 
 怎样才能生成这样的聚类图呢？步骤如下：设 },,,{ 721 www L=Ω ， 

 1）计算n 个样本点两两之间的距离 }{ ijd ，记为矩阵 nnijdD ×= )( ； 

 2）首先构造n 个类，每一个类中只包含一个样本点，每一类的平台高度均为零； 
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 3）合并距离最近的两类为新类，并且以这两类间的距离值作为聚类图中的平台高

度； 
4）计算新类与当前各类的距离，若类的个数已经等于 1，转入步骤 5），否则，回

到步骤 3）； 
5）画聚类图； 
6）决定类的个数和类。 
显而易见，这种系统归类过程与计算类和类之间的距离有关，采用不同的距离定

义，有可能得出不同的聚类结果。 
1.2.2  最短距离法与最长距离法 

 如果使用最短距离法来测量类与类之间的距离，即称其为系统聚类法中的最短距离

法（又称最近邻法），最先由 Florek 等人 1951 年和 Sneath1957 年引入。下面举例说明

最短距离法的计算步骤。 
 例 1  设有 5个销售员 54321 ,,,, wwwww ，他们的销售业绩由二维变量 ),( 21 vv 描述，

见表 1。 
表 1  销售员业绩表 

销售员 1v （销售量）百件 2v （回收款项）万元

1w  1 0 

2w  1 1 

3w  3 2 

4w  4 3 

5w  2 5 
 

记销售员 )5,4,3,2,1( =iwi 的销售业绩为 ),( 21 ii vv 。如果使用绝对值距离来测量点

与点之间的距离，使用最短距离法来测量类与类之间的距离，即 
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由距离公式 ),( ⋅⋅d ，可以算出距离矩阵。 
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第一步，所有的元素自成一类 },,,,{ 543211 wwwwwH = 。每一个类的平台高度为

零，即 )5,4,3,2,1(0)( == iwf i 。显然，这时 ),(),( qpqp wwdGGD = 。 

第二步，取新类的平台高度为 1，把 21, ww 合成一个新类 6h ，此时的分类情况是 

  },,,{ 54362 wwwhH =  

第三步，取新类的平台高度为 2，把 43 , ww 合成一个新类 7h ，此时的分类情况是 
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  },,{ 5763 whhH =  

第四步，取新类的平台高度为 3，把 76 , hh 合成一个新类 8h ，此时的分类情况是 

  },{ 584 whH =  

第五步，取新类的平台高度为 4，把 8h 和 5w 合成一个新类 9h ，此时的分类情况是 

  }{ 95 hH =  

 
               图 2  最短距离法 

这样， 9h 已把所有的样本点聚为一类，因此，可以转到画聚类图步骤。画出聚类

图（如图 2（a））。这是一颗二叉树，如图 2（b）。 
有了聚类图，就可以按要求进行分类。可以看出，在这五个推销员中 5w 的工作成

绩最佳， 43 , ww 的工作成绩较好，而 21, ww 的工作成绩较差。 
完全类似于以上步骤，但以最长距离法来计算类间距离，就称为系统聚类法中的

最长距离法。 
计算的 MATLAB 程序如下： 

clc,clear 
a=[1,0;1,1;3,2;4,3;2,5]; 
[m,n]=size(a); 
d=zeros(m); 
for i=1:m 
    for j=i+1:m 
        d(i,j)=mandist(a(i,:),a(j,:)');  
        %求第一个矩阵的行向量与第二个矩阵的列向量之间对应的绝对值距离 
    end 
end 
d 
nd=nonzeros(d);   %去掉d中的零元素，非零元素按列排列 
nd=union(nd,nd)   %去掉重复的非零元素 
for i=1:m-1 
    nd_min=min(nd); 
    [row,col]=find(d==nd_min);tm=union(row,col);  %row和col归为一类 
    tm=reshape(tm,1,length(tm));  %把数组tm变成行向量   
    fprintf('第%d次合成，平台高度为%d时的分类结果为：%s\n',... 
        i,nd_min,int2str(tm)); 
    nd(find(nd==nd_min))=[]; %删除已经归类的元素 
    if length(nd)==0 
        break 
    end 
end 
   或者使用MATLAB统计工具箱的相关命令，编写如下程序： 
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clc,clear 
a=[1,0;1,1;3,2;4,3;2,5]; 
y=pdist(a,'cityblock');  %求a的两两行向量间的绝对值剧烈 
yc=squareform(y)  %变换成距离方阵 
z=linkage(y)  %产生等级聚类树 
[h,t]=dendrogram(z) %画聚类图 
T=cluster(z,'maxclust',3)  %把对象划分成3类 
for i=1:3 
    tm=find(T==i);  %求第i类的对象 
    tm=reshape(tm,1,length(tm)); %变成行向量 
    fprintf('第%d类的有%s\n',i,int2str(tm)); %显示分类结果 
end 
 
MATLAB中相关命令的使用说明如下： 

1）pdist 

Y=pdist(X)计算 nm× 矩阵X（看作m 个n 维行向量）中两两对象间的欧氏距离。

对于有m 个对象组成的数据集，共有 2/)1( mm ⋅− 个两两对象组合。 

输出Y是包含距离信息的长度为 2/)1( mm ⋅− 的向量。可用squareform函数将此向

量转换为方阵，这样可使矩阵中的元素（i,j）对应原始数据集中对象i和j间的距离。 

Y=pdist(X,’metric’)中用’metric’指定的方法计算矩阵X中对象间的距

离。’metric’可取表2中特征字符串值。 

表2  ’metric’取值及含义 

       字符串         含  义 

    ’Euclid’     欧氏距离（缺省） 

    ’SEuclid’     标准欧氏距离 

    ’Mahal’     马氏距离（Mahalanobis距离） 

    ’CityBlock’     绝对值距离 

    ’Minkowski’     闵氏距离（Minkowski距离） 

 

Y=pdist(X,’minkowski’,p)用闵氏距离计算矩阵X中对象间的距离。p为闵氏距离

计算用到的指数值，缺省为2。 

2）linkage 

Z=linkage(Y)使用最短距离算法生成具层次结构的聚类树。输入矩阵Y为pdist函数

输出的 2/)1( mm ⋅− 维距离行向量。 

Z=linkage(Y, 'method')使用由'method'指定的算法计算生成聚类树。'method'可

取表3中特征字符串值。 

表3  ’method’取值及含义 

       字符串         含  义 

    ’single’     最短距离（缺省） 

    ’complete’     最大距离 

    ’average’     平均距离 

    ’centroid’     重心距离 

    ’ward’     离差平方和方法（Ward方法） 
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输出Z为包含聚类树信息的 3)1( ×−m 矩阵。聚类树上的叶节点为原始数据集中的

对象，由1到m 。它们是单元素的类，级别更高的类都由它们生成。对应于Z中行 j 每
个新生成的类，其索引为 jm + ，其中m 为初始叶节点的数量。 

第1列和第2列，即Z(i,1:2)包含了被两两连接生成一个新类的所有对象的索引。生

成的新类索引为 jm + 。共有 1−m 个级别更高的类，它们对应于聚类树中的内部节点。 

第三列，Z(i,3)包含了相应的在类中的两两对象间的连接距离。 

3）cluster 

T=cluster(Z,cutoff)从连接输出（linkage）中创建聚类。cutoff为定义cluster

函数如何生成聚类的阈值，其不同的值含义如表4所示。 

表4  cutoff取值及含义 

cutoff取值             含    义 

0<cutoff<2 

cutoff作为不一致系数的阈值。不一致系数对聚类树中对象间的差

异进行了量化。如果一个连接的不一致系数大于阈值，则cluster

函数将其作为聚类分组的边界。 

2<=cutoff cutoff作为包含在聚类树中的最大分类数 

 

T=cluster(Z,cutoff,depth,flag)从连接输出(linkage)中创建聚类。参数depth

指定了聚类数中的层数，进行不一致系数计算时要用到。不一致系数将聚类树中两对象

的连接与相邻的连接进行比较。详细说明见函数inconsistent。当参数depth被指定时，

cutoff通常作为不一致系数阈值。 

参数flag重载参数cutoff的缺省含义。如flag为’inconsistent’，则cutoff作为

不一致系数的阈值。如flag为’cluster’，则cutoff作为分类的最大数目。 

输出T为大小为m 的向量，它用数字对每个对象所属的类进行标识。为了找到包含

在类i中的来自原始数据集的对象，可用find(T==i)。 

4）zsore(X) 

对数据矩阵进行标准化处理，处理方式为 

   
j

jij
ij s

xx
x

−
=~  

其中 jj sx , 是矩阵 nmijxX ×= )( 每一列的均值和标准差。 

    5）H＝dendrogram(Z,P) 

由linkage产生的数据矩阵Z画聚类树状图。P是结点数，默认值是30。 

6）T=clusterdata(X,cutoff) 

将矩阵X的数据分类。X为 nm× 矩阵，被看作m 个n 维行向量。它与以下几个命令

等价： 

Y=pdist(X,’euclid’) 

Z=linkage(Y,’single’) 

T=cluster(Z,cutoff) 

7)squareform 

将pdist的输出转换为方阵。 

8）cophenet 

c=cophenet(Z,Y) 计算相干系数，它是将Z中的距离信息（由linkage()函数产生）

和Y中的距离信息（由pdist()函数产生）进行比较。Z为 3)1( ×−m 矩阵，距离信息包
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含在第三列。Y是 2/)1( mm ⋅− 维的行向量。 

例如，给定距离为Y的一组对象 },,2,1{ mL ，函数linkage()生成聚类树。cophenet()

函数用来度量这种分类的失真程度，即由分类所确定的结构与数据间的拟合程度。 

输出值c为相干系数。对于要求很高的解，该值的幅度应非常接近1。它也可用来比

较两种由不同算法所生成的分类解。 

Z(:,3)和Y之间的相干系数定义为 
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其中 ijy 为Y中对象 i 和 j 间的距离； ijz 为Z(:,3)中对象 i 和 j 间的距离；y 和 z 分别为Y

和Z(:,3)的平均距离。 

    1.3  变量聚类法 

 在实际工作中，变量聚类法的应用也是十分重要的。在系统分析或评估过程中，为

避免遗漏某些重要因素，往往在一开始选取指标时，尽可能多地考虑所有的相关因素。

而这样做的结果，则是变量过多，变量间的相关度高，给系统分析与建模带来很大的不

便。因此，人们常常希望能研究变量间的相似关系，按照变量的相似关系把它们聚合成

若干类，进而找出影响系统的主要因素。 

    1.3.1  变量相似性度量 

 在对变量进行聚类分析时，首先要确定变量的相似性度量，常用的变量相似性度量

有两种。 

 1）相关系数 

 记变量 jx 的取值 ),,2,1(),,,( 21 mjRxxx nT
njjj LL =∈ 。则可以用两变量 jx 与 kx

的样本相关系数作为它们的相似性度量 
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在对变量进行聚类分析时，利用相关系数矩阵是最多的。 

 2）夹角余弦 

 也可以直接利用两变量 jx 与 kx 的夹角余弦 jkr 来定义它们的相似性度量，有 
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各种定义的相似度量均应具有以下两个性质： 

 a） 1≤jkr ，对于一切 kj, ； 

 b） kjjk rr = ,对于一切 kj, 。 
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jkr 越接近1， jx 与 kx 越相关或越相似。 jkr 越接近零， jx 与 kx 的相似性越弱。 

 1.3.2  变量聚类法 

 类似于样本集合聚类分析中最常用的最短距离法、最长距离法等，变量聚类法采用

了与系统聚类法相同的思路和过程。在变量聚类问题中，常用的有最长距离法、最短距

离法等。 

 1）最长距离法 

 在最长距离法中，定义两类变量的距离为 

  }{max),(
2

1
21 jk

Gx
Gx

dGGR
k

j
∈
∈

= ，                                         （12） 

其中 jkjk rd −=1 或
22 1 jkjk rd −= ，这时， ),( 21 GGR 与两类中相似性最小的两变量间的

相似性度量值有关。 

2）最短距离法 

 在最短距离法中，定义两类变量的距离为 

  }{min),(
2

1
21 jk

Gx
Gx

dGGR
k

j
∈
∈

= ，                                          （13） 

其中 jkjk rd −=1 或
22 1 jkjk rd −= ，这时， ),( 21 GGR 与两类中相似性最大的两个变量间

的相似性度量值有关。 

 例2  服装标准制定中的变量聚类法。 

 在服装标准制定中，对某地成年女子的各部位尺寸进行了统计，通过14个部位的测

量资料，获得各因素之间的相关系数表（见表5）。 

表5  成年女子各部位相关系数 

 
1x  2x  3x  4x  5x  6x  7x  8x  9x  10x 11x  12x  13x  14x

1x  1              

2x  0.366 1             

3x  0.242 0.233 1            

4x  0.28 0.194 0.59 1           

5x  0.36 0.324 0.476 0.435 1          

6x  0.282 0.262 0.483 0.47 0.452 1         

7x  0.245 0.265 0.54 0.478 0.535 0.663 1        

8x  0.448 0.345 0.452 0.404 0.431 0.322 0.266 1       

9x  0.486 0.367 0.365 0.357 0.429 0.283 0.287 0.82 1      

10x  0.648 0.662 0.216 0.032 0.429 0.283 0.263 0.527 0.547 1     

11x  0.689 0.671 0.243 0.313 0.43 0.302 0.294 0.52 0.558 0.957 1    

12x  0.486 0.636 0.174 0.243 0.375 0.296 0.255 0.403 0.417 0.857 0.852 1   

13x  0.133 0.153 0.732 0.477 0.339 0.392 0.446 0.266 0.241 0.054 0.099 0.055 1  

14x  0.376 0.252 0.676 0.581 0.441 0.447 0.44 0.424 0.372 0.363 0.376 0.321 0.627 1 
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其中 −1x 上体长， −2x 手臂长， −3x 胸围， −4x 颈围， −5x 总肩围， −6x 总胸宽， −7x
后背宽， −8x 前腰节高， −9x 后腰节高， −10x 总体长， −11x 身高， −12x 下体长， −13x
腰围， −14x 臀围。用最大系数法对这14个变量进行系统聚类，分类结果如图3。 
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                 图3  成年女子14个部位指标的聚类图 

 计算的MATLAB程序如下： 

%把下三角相关系数矩阵粘贴到纯文本文件ch.txt中 

clc,clear 

a=textread('ch.txt');     

d=1-abs(a); %进行数据变换,把相关系数转化为距离 

d=tril(d);  %提出d矩阵的下三角部分 

b=nonzeros(d);%去掉d中的零元素 

b=b';  %化成行向量 

z=linkage(b,'complete'); %按最长距离法聚类   

y=cluster(z,'maxclust',2)   %把变量划分成两类 

ind1=find(y==1);ind1=ind1'  %显示第一类对应的变量标号 

ind2=find(y==2);ind2=ind2'  %显示第二类对应的变量标号 

dendrogram(z); %画聚类图 

 

通过聚类图，可以看出，人体的变量大体可以分为两类：一类反映人高、矮的变量，

如上体长，手臂长，前腰节高，后腰节高，总体长，身高，下体长；另一类是反映人体

胖瘦的变量，如胸围，颈围，总肩围，总胸宽，后背宽，腰围，臀围。 

 

§2  聚类分析案例—我国各地区普通高等教育发展状况分析 
 聚类分析又称群分析，是对多个样本（或指标）进行定量分类的一种多元统计分析

方法。对样本进行分类称为Q型聚类分析，对指标进行分类称为R型聚类分析。本案例

运用Q型和R型聚类分析方法对我国各地区普通高等教育的发展状况进行分析。 

 1．案例研究背景 

近年来，我国普通高等教育得到了迅速发展，为国家培养了大批人才。但由于我国

各地区经济发展水平不均衡，加之高等院校原有布局使各地区高等教育发展的起点不一

致，因而各地区普通高等教育的发展水平存在一定的差异，不同的地区具有不同的特点。

对我国各地区普通高等教育的发展状况进行聚类分析，明确各类地区普通高等教育发展

状况的差异与特点，有利于管理和决策部门从宏观上把握我国普通高等教育的整体发展

现状，分类制定相关政策，更好的指导和规划我国高教事业的整体健康发展。 
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2．案例研究过程 

（1）建立综合评价指标体系 

高等教育是依赖高等院校进行的，高等教育的发展状况主要体现在高等院校的相

关方面。遵循可比性原则，从高等教育的五个方面选取十项评价指标，具体如图4。 

（2）数据资料 

指标的原始数据取自《中国统计年鉴，1995》和《中国教育统计年鉴，1995》除以

各地区相应的人口数得到十项指标值见表 6。其中： 1x 为每百万人口高等院校数； 2x
 
为

每十万人口高等院校毕业生数； 3x 为每十万人口高等院校招生数； 4x 为每十万人口高

等院校在校生数； 5x 为每十万人口高等院校教职工数； 6x 为每十万人口高等院校专职

教师数； 7x 为高级职称占专职教师的比例； 8x 为平均每所高等院校的在校生数； 9x 为

国家财政预算内普通高教经费占国内生产总值的比重； 10x 为生均教育经费。 

 
             图4  高等教育的十项评价指标 

  
表6  我国各地区普通高等教育发展状况数据 

地区 1x  2x  3x  4x  5x  6x  7x  8x  9x  10x  

北京 5.96  310  461  1557 931  319 44.36 2615 2.20  13631  
上海 3.39  234  308  1035 498  161 35.02 3052 .90  12665  
天津 2.35  157  229  713  295  109 38.40 3031 .86  9385  
陕西 1.35  81  111  364  150  58 30.45 2699 1.22  7881  
辽宁 1.50  88  128  421  144  58 34.30 2808 .54  7733  
吉林 1.67  86  120  370  153  58 33.53 2215 .76  7480  
黑龙江 1.17  63  93  296  117  44 35.22 2528 .58  8570  
湖北 1.05  67  92  297  115  43 32.89 2835 .66  7262  
江苏 .95  64  94  287  102  39 31.54 3008 .39  7786  
广东 .69  39  71  205  61  24 34.50 2988 .37  11355  
四川 .56  40  57  177  61  23 32.62 3149 .55  7693  
山东 .57  58  64  181  57  22 32.95 3202 .28  6805  
甘肃 .71  42  62  190  66  26 28.13 2657 .73  7282  
湖南 .74  42  61  194  61  24 33.06 2618 .47  6477  
浙江 .86  42  71  204  66  26 29.94 2363 .25  7704  
新疆 1.29  47  73  265  114  46 25.93 2060 .37  5719  
福建 1.04  53  71  218  63  26 29.01 2099 .29  7106  
山西 .85  53  65  218  76  30 25.63 2555 .43  5580  
河北 .81  43  66  188  61  23 29.82 2313 .31  5704  
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安徽 .59  35  47  146  46  20 32.83 2488 .33  5628  
云南 .66  36  40  130  44  19 28.55 1974 .48  9106  
江西 .77  43  63  194  67  23 28.81 2515 .34  4085  
海南 .70  33  51  165  47  18 27.34 2344 .28  7928  
内蒙古 .84  43  48  171  65  29 27.65 2032 .32  5581  
西藏 1.69  26  45  137  75  33 12.10 810  1.00  14199  
河南 .55  32  46  130  44  17 28.41 2341 .30  5714  
广西 .60  28  43  129  39  17 31.93 2146 .24  5139  
宁夏 1.39  48 62  208 77  34 22.70  1500 .42  5377  
贵州 .64  23  32  93  37  16 28.12  1469 .34 5415  
青海 1.48  38  46  151  63  30 17.87  1024 .38  7368  
 

 （3）R型聚类分析 

 定性考察反映高等教育发展状况的五个方面十项评价指标，可以看出，某些指标之

间可能存在较强的相关性。比如每十万人口高等院校毕业生数、每十万人口高等院校招

生数与每十万人口高等院校在校生数之间可能存在较强的相关性， 每十万人口高等院

校教职工数和每十万人口高等院校专职教师数之间可能存在较强的相关性。为了验证这

种想法，运用MATLAB软件计算十个指标之间的相关系数，相关系数矩阵如表6所示。 

表6  相关系数矩阵 
 

1x  2x  3x  4x  5x  6x  7x  8x  9x  10x  

1x  1.0000 0.9434 0.9528 0.9591 0.9746 0.9798 0.4065 0.0663 0.8680 0.6609 

2x  0.9434 1.0000 0.9946 0.9946 0.9743 0.9702 0.6136 0.3500 0.8039 0.5998 

3x  0.9528 0.9946 1.0000 0.9987 0.9831 0.9807 0.6261 0.3445 0.8231 0.6171 

4x  0.9591 0.9946 0.9987 1.0000 0.9878 0.9856 0.6096 0.3256 0.8276 0.6124 

5x  0.9746 0.9743 0.9831 0.9878 1.0000 0.9986 0.5599 0.2411 0.8590 0.6174 

6x  0.9798 0.9702 0.9807 0.9856 0.9986 1.0000 0.5500 0.2222 0.8691 0.6164 

7x  0.4065 0.6136 0.6261 0.6096 0.5599 0.5500 1.0000 0.7789 0.3655 0.1510 

8x  0.0663 0.3500 0.3445 0.3256 0.2411 0.2222 0.7789 1.0000 0.1122 0.0482 

9x  0.8680 0.8039 0.8231 0.8276 0.8590 0.8691 0.3655 0.1122 1.0000 0.6833 

10x  0.6609 0.5998 0.6171 0.6124 0.6174 0.6164 0.1510 0.0482 0.6833 1.0000 
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           图 5  指标聚类树型图 

可以看出某些指标之间确实存在很强的相关性，因此可以考虑从这些指标中选取



  -593-

几个有代表性的指标进行聚类分析。为此，把十个指标根据其相关性进行R型聚类，再

从每个类中选取代表性的指标。首先对每个变量（指标）的数据分别进行标准化处理。

变量间相近性度量采用相关系数，类间相近性度量的计算选用类平均法。聚类树型图见

图5。 

计算的MATLAB程序如下： 
load gj.txt   %把原始数据保存在纯文本文件 gj.txt 中 
r=corrcoef(gj)  %计算相关系数矩阵 
d=1-r;  %进行数据变换,把相关系数转化为距离 
d=tril(d);       %取出矩阵 d 的下三角元素 
d=nonzeros(d);  %取出非零元素 
d=d'; %化成行向量 
z=linkage(d,'average');  %按类平均法聚类 
dendrogram(z);  %画聚类图 
T=cluster(z,'maxclust',6)  %把变量划分成 6 类 
for i=1:6 
    tm=find(T==i);  %求第 i 类的对象 
    tm=reshape(tm,1,length(tm)); %变成行向量 
    fprintf('第%d 类的有%s\n',i,int2str(tm)); %显示分类结果 
end 
 从聚类图中可以看出，每十万人口高等院校招生数、每十万人口高等院校在校生数、

每十万人口高等院校教职工数、每十万人口高等院校专职教师数、每十万人口高等院校

毕业生数 5个指标之间有较大的相关性，最先被聚到一起。如果将 10 个指标分为 6 类，

其它 5 个指标各自为一类。这样就从十个指标中选定了六个分析指标： 

 1x ：每百万人口高等院校数； 

 2x ：每十万人口高等院校毕业生数； 

 7x ：高级职称占专职教师的比例； 

8x ：平均每所高等院校的在校生数； 

9x ：国家财政预算内普通高教经费占国内生产总值的比重； 

10x ：生均教育经费。 

可以根据这六个指标对30个地区进行聚类分析。 
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                    图 6  各地区聚类树型图 
（4）Q 型聚类分析 
根据这六个指标对30个地区进行聚类分析。首先对每个变量的数据分别进行标准化
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处理，样本间相似性采用欧氏距离度量，类间距离的计算选用类平均法。聚类树型图见

图6。 
计算的MATLAB程序如下： 

clc,clear 
load gj.txt   %把原始数据保存在纯文本文件gj.txt中 
gj(:,3:6)=[]; %删除数据矩阵的第3行～第6行,即使用变量1,2,7,8,9,10 
gj=zscore(gj); %数据标准化 
y=pdist(gj); %求对象间的欧氏距离,每行是一个对象 
z=linkage(y,'average');  %按类平均法聚类 
dendrogram(z);  %画聚类图 
for k=3:5 
    fprintf('划分成%d类的结果如下：\n',k) 
    T=cluster(z,'maxclust',k);  %把变量划分成k类 
    for i=1:k 
      tm=find(T==i);  %求第i类的对象 
      tm=reshape(tm,1,length(tm)); %变成行向量 
      fprintf('第%d类的有%s\n',i,int2str(tm)); %显示分类结果 
    end 
    if k==5 
        break 
    end 
    fprintf('**********************************\n'); 
end 
 

4．案例研究结果 

各地区高等教育发展状况存在较大的差异，高教资源的地区分布很不均衡。如果根

据各地区高等教育发展状况把30个地区分为三类，结果为：  

第一类：北京；第二类：西藏；第三类：其他地区。 

如果根据各地区高等教育发展状况把30个地区分为四类，结果为： 

第一类：北京；第二类：西藏；第三类：上海，天津；第四类：其他地区。 

如果根据各地区高等教育发展状况把30个地区分为五类，结果为：  

第一类：北京；第二类：西藏；第三类：上海，天津；第四类：宁夏、贵州、青海；

第五类：其他地区。 

从以上结果结合聚类图中的合并距离可以看出，北京的高等教育状况与其它地区相

比有非常大的不同，主要表现在每百万人口的学校数量和每十万人口的学生数量以及国

家财政预算内普通高教经费占国内生产总值的比重等方面远远高于其他地区，这与北京

作为全国的政治、经济与文化中心的地位是吻合的。上海和天津作为另外两个较早的直

辖市，高等教育状况和北京是类似的状况。宁夏、贵州和青海的高等教育状况极为类似，

高等教育资源相对匮乏。西藏作为一个非常特殊的民族地区，其高等教育状况具有和其

它地区不同的情形，被单独聚为一类，主要表现在每百万人口高等院校数比较高，国家

财政预算内普通高教经费占国内生产总值的比重和生均教育经费也相对较高，而高级职

称占专职教师的比例与平均每所高等院校的在校生数又都是全国最低的。这正是西藏高

等教育状况的特殊之处：人口相对较少，经费比较充足，高等院校规模较小，师资力量

薄弱。其他地区的高等教育状况较为类似，共同被聚为一类。针对这种情况，有关部门

可以采取相应措施对宁夏、贵州、青海和西藏地区进行扶持，促进当地高等教育事业的

发展。 
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§3  主成分分析 

 主成分分析（principal component analysis）是1901年Pearson对非随机变量引

入的，1933年Hotelling将此方法推广到随机向量的情形，主成分分析和聚类分析有很

大的不同，它有严格的数学理论作基础。 

 主成分分析的主要目的是希望用较少的变量去解释原来资料中的大部分变异，将我

们手中许多相关性很高的变量转化成彼此相互独立或不相关的变量。通常是选出比原始

变量个数少，能解释大部分资料中的变异的几个新变量，即所谓主成分，并用以解释资

料的综合性指标。由此可见，主成分分析实际上是一种降维方法。 

 3.1  基本思想及方法 

如果用 pxxx ,,, 21 L 表示 p 门课程， pccc ,,, 21 L 表示各门课程的权重，那么加权

之和就是 

 pp xcxcxcs +++= L2211                （14） 

我们希望选择适当的权重能更好地区分学生的成绩。每个学生都对应一个这样的综合成

绩，记为 nsss ,,, 21 L ， n 为学生人数。如果这些值很分散，表明区分得好，即是说，

需要寻找这样的加权，能使 nsss ,,, 21 L 尽可能的分散，下面来看它的统计定义。 

 设 pXXX ,,, 21 L 表示以 pxxx ,,, 21 L 为样本观测值的随机变量，如果能找到

pccc ,,, 21 L ，使得 

  )(Var 2211 pp XcXcXc +++ L              （15） 

的值达到最大，则由于方差反映了数据差异的程度，因此也就表明我们抓住了这 p 个

变量的最大变异。当然，（15）式必须加上某种限制，否则权值可选择无穷大而没有意

义，通常规定 

  122
2

2
1 =+++ pccc L                                             （16） 

在此约束下，求（15）式的最优解。由于这个解是 −p 维空间的一个单位向量，它代表

一个“方向”，它就是常说的主成分方向。 

 一个主成分不足以代表原来的 p 个变量，因此需要寻找第二个乃至第三、第四主

成分，第二个主成分不应该再包含第一个主成分的信息，统计上的描述就是让这两个主

成分的协方差为零，几何上就是这两个主成分的方向正交。具体确定各个主成分的方法

如下。 

 设 iZ 表示第 i 个主成分， pi ,,2,1 L= ，可设 

  

⎪
⎪

⎩

⎪
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⎨
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pp
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XcXcXcZ
XcXcXcZ
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L

L

2211

22221212

12121111

                               （17） 

其中对每一个 i ，均有 122
2

2
1 =+++ ipii ccc L ，且 ),,,( 11211 pccc L 使得 )(Var 1Z 的值达

到最大； ),,,( 22221 pccc L 不仅垂直于 ),,,( 11211 pccc L ，而且使 )(Var 2Z 的值达到最大；

),,,( 33231 pccc L 同时垂直于 ),,,( 11211 pccc L 和 ),,,( 22221 pccc L ，并使 )(Var 3Z 的值

达到最大；以此类推可得全部 p 个主成分，这项工作用手做是很繁琐的，但借助于计

算机很容易完成。剩下的是如何确定主成分的个数，我们总结在下面几个注意事项中。 
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 1）主成分分析的结果受量纲的影响，由于各变量的单位可能不一样，如果各自改

变量纲，结果会不一样，这是主成分分析的最大问题，回归分析是不存在这种情况的，

所以实际中可以先把各变量的数据标准化，然后使用协方差矩阵或相关系数矩阵进行分

析。 

 2）使方差达到最大的主成分分析不用转轴（由于统计软件常把主成分分析和因子

分析放在一起，后者往往需要转轴，使用时应注意）。 

 3）主成分的保留。用相关系数矩阵求主成分时，Kaiser主张将特征值小于1的主成

分予以放弃（这也是SPSS软件的默认值）。 

 4）在实际研究中，由于主成分的目的是为了降维，减少变量的个数，故一般选取

少量的主成分（不超过5或6个），只要它们能解释变异的70％～80％（称累积贡献率）

就行了。 

 下面我们直接通过主成分估计（principle estimate）进一步阐述主成分分析的基

本思想和相关概念。 

 3.2  主成分估计 

 主成分估计（principal component estimate）是Massy在1965年提出的，它是回

归系数参数的一种线性有偏估计（biased estimate），同其它有偏估计，如岭估计（ridge 

estimate）等一样，是为了克服最小二乘（LS）估计在设计阵病态（即存在多重共线性）

时表现出的不稳定性而提出的。 

 主成分估计采用的方法是将原来的回归自变量变换到另一组变量，即主成分，选择

其中一部分重要的主成分作为新的自变量（此时丢弃了一部分影响不大的自变量，这实

际达到了降维的目的），然后用最小二乘法对选取主成分后的模型参数进行估计，最后

再变换回原来的模型求出参数的估计。 

 设有 p 个回归（自）变量 pxxx ,,, 21 L ，它在第 i 次试验中的取值为 

  ipii xxx ,,, 21 L （ ni ,,2,1 L= ） 

将它们写成矩阵形式 

    

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠
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⎜
⎜
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⎝
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npnn

p

p
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xxx
xxx

X

L

MMM

L

L

21

22221

11211

              （18） 

（18）即为设计阵，考虑线性模型 

   εββ ++= XY 10 ， ),0(~ 2IN σε ，        （19） 

其中
T

nYYYY ),,,( 21 L= 为 1×n 向量， 0β 为未知参数，1为所有元素均为1的n 维列向

量，β 为 1×p 未知参数向量，ε 为 1×n 误差向量。假定 X 已经标准化（即每个变量 jx
均已标准化，如果 X 未标准化，需要作变量的标准化变换 jjj sxx /)( − ，其中 jj sx , 分

别为 X 的第 j 列的均值和标准差），此时 

  ∑
=

==
n

i
iY

n
Y

1
0

1β̂               （20） 

对于自变量的任意一个线性组合 
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  pp xcxcxcz +++= L2211 ，∑
=

=
p

j
jc

1

2 1，              （21） 

将 z 视为一个新的变量。于是 z 在第 i 次试验中的取值为 

  ippiii xcxcxcz +++= L2211)( （ ni ,,2,1 L= ）          （22） 

由于 X 已经标准化，因此 

  ∑ ∑∑∑∑
= ====
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       （23） 

记
T

pcccw ),,,( 21 L= ，则 

  )()(11)(1
1

2
)(

1

2
)(

*
2 XwXw

n
z

n
zz

n
M T

n

i
i

n

i
i ==−= ∑∑

==

       （24） 

对于新变量 z 来说，如果在 n 次试验之下它的取值变化不大，即是说
*
2M 较小，则这个

新变量可以去掉。反之，
*
2M 较大，那么这个新变量有较大的变化，它的作用比较明显。

注意到 iz 的取值与 ic 的选取有关。因此，我们总是希望所选择的 ),,2,1( pici L= ，使

*
2M 达到最大，这才说明新变量在新建的回归模型中有较大的影响。 

 如果 XX T
的特征值 pλλλ ≥≥≥ L21 ，它们所对应的标准化正交特征向量为

pηηη ,,, 21 L ，则 nXwXwM T /)()(*
2 = 的最大值在 1η=w 时达到，且最大值为 n/1λ 。

此时新变量 z 即为 

  1η
Txz =  

其中
T

pxxxx ),,,( 21 L= ，常记 11 ηTxz = ，并称之为自变量的第一主成分。一般地，

如果已经确定了 k 个主成分 

  i
T

i xz η= （ ki ,,2,1 L= ），              （25） 

则第 1+k 个主成分 wxz T
k =+1 可由下面两个条件决定： 

 1） 0=i
Tw η ， ki ,,2,1 L= ， 1=wwT

； 

 2）在条件1）之下，使
*
2M 达到最大。 

由二次型的条件极值可知，第 1+k 个主成分就是 11 ++ = k
T

k xz η ，这样，总共可以找到 p
个主成分 i

T
i xz η= （ pi ,,2,1 L= ）。 

 现在回到线性模型（19），将 pxxx ,,, 21 L 变换为主成分 pzzz ,,, 21 L 之后再求β 的

估计，令 
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21 ),,,( ηηη                     （26） 

记 pppQ ×= ),,,( 21 ηηη L ，Q为标准化正交阵，且 XQZ = ，引入新参数 βα TQ= ，

或者 αβ Q= ，则 
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  εαβεββ ++=++= ZZQY T 11 00 ，         （27） 

其中 
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⎟
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=Λ===
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TTTTT QXXQXQXQZZ
λ

λ

0

0
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1

O            （28） 

式（27）称之为模型（19）的典则形式。由式（28）可知， XX T
的特征值 iλ 度量了第

i 个主成分 iz 在 n 次试验中取值变化的大小。如果 0≈iλ ，则该主成分在n 次试验中取

值的变化很小，它的作用可以并入模型（27）中的常数项 0β 。这相当于在典则形式中

剔除变量 iz 。 

 如果 01 ≈==+ pr λλ L ，则剔除 prr zzz ,,, 21 L++ ，只剩下α 的前 r 个分量 ,, 21 αα  

rα,L ，设它的最小二乘估计为 rααα ˆ,,ˆ,ˆ 21 L ，而α 后面的 rp − 个分量则以0作为它

们的估计，然后由关系式 αβ Q= 即可确定β 的估计，我们称之为β 的主成分估计，

实际步骤如下： 

 先将 α,Q 分块，即 

  ),( 21 QQQ = ， ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

2

1

α
α

α                （29） 

其中 1Q 为 rp× 矩阵， 1α 为 r 维向量，从而α 的主成分估计为 

  ( )T0ˆˆ 1αα =                                                   （30） 

从而得到 β 的主成分估计 

  11
1

21 ˆ
0
ˆ

),(ˆ α
α

β QQQ =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=                                         （31） 

理论上表明：主成分估计在设计阵病态时优于LS估计，但（31）在特征值为1的附

近存在跳跃，会影响计算的稳定性，杨虎在1989年给出的单参数主成分估计解决了这个

问题。 

定义1  若存在 pr <≤1 ，使 11 +>≥ rr λλ ，记 

 ),,,1,,1(diag 1
1

1
pr

r

rA θλθλ
λ

θλ
λ

θλ
LL +

+−+−
=                   （32） 

这里 )1,( pλθ ∈ 为平稳参数，我们称 11 ˆˆ αβ QQAQT= 为β 的单参数主成分估计。 

 例3  Hald水泥问题，考察含如下四种化学成分 

 =1x 3CaO·Al2O3的含量（％），      =2x 3CaO·SiO2的含量（％）， 

 =3x 4CaO·Al2O3·Fe2O3的含量（％）， =4x 2CaO·SiO2的含量（％）， 

的某种水泥，每一克所释放出的热量（卡） y 与这四种成分含量之间的关系数据共13

组，见表7，对数据实施标准化，则 12/XX T
就是样本相关系数阵（见表8）。 

表7  Hald水泥 

序号 1x  2x  3x  4x  y  



  -599-

1 7 26 6 60 78.5 

2 1 29 15 52 74.3 

3 11 56 8 20 104.3 

4 11 31 8 47 87.6 

5 7 52 6 33 95.9 

6 11 55 9 22 109.2 

7 3 71 17 6 102.7 

8 1 31 22 44 72.5 

9 2 54 18 22 93.1 

10 21 47 4 26 115.9 

11 1 40 23 34 83.8 

12 11 66 9 12 113.3 

13 10 68 8 12 109.4 

 

表8  Hald水泥数据的样本相关系数阵 

 1x  2x  3x  4x  

1x  1 0.2286 -0.8241 -0.2454 

2x  0.2286 1 -0.1392 -0.9730 

3x  -0.8241 -0.1392 1 0.0295 

4x  -0.2454 -0.9730 0.0295 1 

 

相关系数阵的四个特征值依次为2.2357，1.5761，0.1866，0.0016。最后一个特征

值接近于零，前三个特征值之和所占比例（累积贡献率）达到0.999594。于是我们略去

第4个主成分。其它三个保留的特征值对应的三个特征向量分别为 

 )5479.0,3941.0,5639.0,476.0(1 −−=Tη  

 )4512.0,605.0,4139.0,509.0(2 −−=Tη  

 )1954.0,6377.0,3144.0,6755.0(3 −−=Tη  

对Hald数据直接作线性回归得经验回归方程 

  4321 144.0102.05102.05511.14054.62ˆ xxxxy −+++=  

再由（31）式计算出主成分估计，即可获得如下主成分回归方程 

  4321 3801.01428.02694.03119.17433.85ˆ xxxxy −−++=  

两个方程的区别在于后者具有更小的均方误差，因而更稳定。此外前者所有系数都无法

通过显著性检验。 

 计算的MATLAB程序如下： 

clc,clear 

load sn.txt  %把原始的x1,x2,x3,x4,y的数据保存在纯文本文件sn.txt中 

[m,n]=size(sn); 

x0=sn(:,1:n-1);y0=sn(:,n);  

r=corrcoef(x0)  %计算相关系数矩阵 

xb=zscore(x0);  %对设计矩阵进行标准化处理 

yb=zscore(y0);  %对y0进行标准化处理 

%以下命令利用设计矩阵进行主成分分析，返回值c的列向量对应着主成分的系数 

%返回值s对应着式（26）中的Z矩阵，t返回的是特征值 
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[c,s,t]=princomp(xb) 

contr=cumsum(t)/sum(t)  %计算累积贡献率，第i个分量表示前i个主成分的贡献率 

num=input('请选项主成分的个数:')   %通过累积贡献率交互式选择主成分的个数 

hg1=[ones(m,1),x0]\y0;   %计算普通最小二乘法回归系数 

hg1=hg1' 

%下面显示普通最小二乘法回归结果 

fprintf('y=%f',hg1(1)); 

for i=1:n-1 

    fprintf('+%f*x%d',hg1(i+1),i); 

end 

fprintf('\n') 

hg=s(:,1:num)\yb;  %主成分变量的回归系数 

hg=c(:,1:num)*hg;  %标准化变量的回归方程系数 

%下面计算原始变量回归方程的系数 

hg2=[mean(y0)-std(y0)*mean(x0)./std(x0)*hg, std(y0)*hg'./std(x0)]  

%下面显示主成分回归结果 

fprintf('y=%f',hg2(1)); 

for i=1:n-1 

    fprintf('+%f*x%d',hg2(i+1),i); 

end 

fprintf('\n') 

%下面计算两种回归分析的剩余标准差 

rmse1=sqrt(sum((x0*hg1(2:end)'+hg1(1)-y0).^2)/(m-n)) 

rmse2=sqrt(sum((x0*hg2(2:end)'+hg2(1)-y0).^2)/(m-num-1)) 

 

 3.3  特征值因子的筛选 

 回到主成分分析，实际中确定（17）式中的系数就是采用（28）式中矩阵 XX T
的

特征向量。因此，剩下的问题仅仅是将 XX T
的特征值按由大到小的次序排列之后，如

何筛选这些特征值？一个实用的方法是删去 prr λλλ ,,, 21 L++ 后，这些删去的特征值之

和占整个特征值之和∑ iλ 的15％以下，换句话说，余下的特征值所占的比重（定义为

累积贡献率）将超过85％，当然这不是一种严格的规定，近年来文献中关于这方面的讨

论很多，有很多比较成熟的方法，这里不一一介绍。 

 单纯考虑累积贡献率有时是不够的，还需要考虑选择的主成分对原始变量的贡献

值，我们用相关系数的平方和来表示，如果选取的主成分为 rzzz ,,, 21 L ，则它们对原

变量 ix 的贡献值为 

  ∑
=

=
r

j
iji xzr

1

2 ),(ρ                                               （33） 

这里 ),( ij xzr 表示 jz 与 ix 的相关系数。 

 例4  设
Txxxx ),,( 321= ，且 
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则可算得 8284.51 =λ ， 0.17162 =λ ，如果我们仅取第一个主成分，由于其累积贡献

率已经达到97.14%，似乎很理想了，但如果进一步计算主成分对原变量的贡献值，容

易发现 

  0),( 31
2

3 == xzrρ  

可见，第一个主成分对第三个变量的贡献值为0，这是因为 3x 和 21, xx 都不相关。由于

在第一个主成分中一点也不包含 3x 的信息，这时只选择一个主成分就不够了，需要再

取第二个主成分。 

 例5  研究纽约股票市场上五种股票的周回升率。这里，周回升率＝（本星期五市

场收盘价－上星期五市场收盘价）/上星期五市场收盘价。从1975年1月到1976年12月，

对这五种股票作了100组独立观测。因为随着一般经济状况的变化，股票有集聚的趋势，

因此，不同股票周末回升率是彼此相关的。 

 设 521 ,,, xxx L 分别为五只股票的周回升率，则从数据算得 

  )0037.0,0063.0,0057.0,0048.0,0054.0(=Tx  
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⎠

⎞

⎜
⎜
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⎝

⎛

=

000.1523.0426.0322.0462.0
523.0000.1436.0389.0387.0
426.0436.0000.1599.0509.0
322.0389.0599.0000.1577.0
462.0387.0509.0577.0000.1

R  

这里 R 是相关系数矩阵， R 的特征值和标准正交特征向量为 

  857.21 =λ ， 809.02 =λ ， 540.03 =λ ， 452.04 =λ ， 343.05 =λ ， 

  )421.0,421.0,470.0,457.0,464.0(1 =Tη  

  )582.0,526.0,260.0,509.0,240.0(2 −−=Tη  

标准化变量的前两个主成分为 

  543211
~421.0~421.0~470.0~457.0~464.0 xxxxxz ++++=  

  543212
~582.0~526.0~260.0~509.0~240.0 xxxxxz −−++=  

它们的累积贡献率为 

  %73%1005

1

21 =×
+

∑
=i

iλ

λλ
 

这两个主成分具有重要的实际解释，第一主成分大约等于这五种股票周回升率和的一个

常数倍，通常称为股票市场主成分，简称市场主成分；第二主成分代表化学股票（在 2z
中系数为正的三只股票都是化学工业上市企业）和石油股票（在 2z 中系数为负的两只

股票恰好都为石油板块的上市企业）的一个对照，称之为工业主成分。这说明，这些股

票周回升率的大部分变差来自市场活动和与它不相关的工业活动。关于股票价格的这个
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结论与经典的证券理论吻合。至于其它主成分解释较为困难，很可能表示每种股票自身

的变差，好在它们的贡献率很少，可以忽略不计。 

 

§4  主成分分析案例－我国各地区普通高等教育发展水平综合评价 

主成分分析试图在力保数据信息丢失最少的原则下，对多变量的截面数据表进行最

佳综合简化，也就是说，对高维变量空间进行降维处理。本案例运用主成分分析方法综

合评价我国各地区普通高等教育的发展水平。 

问题与第2节中的问题相同，我们这里就不重复叙述了。 

4.1  主成分分析法的步骤 

主成分分析法进行评价的步骤如下： 

1）对原始数据进行标准化处理 

假设进行主成分分析的指标变量有m 个： mxxx ,,, 21 L ，共有 n 个评价对象，第 i
个评价对象的第 j 个指标的取值为 ijx 。将各指标值 ijx 转换成标准化指标 ijx~ ， 

 
j
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ij s

xx
x

−
=~ ，（ ni ,,2,1 L= ； mj ,,2,1 L= ） 
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1
，( mj ,,2,1 L= )，即 jj sx , 为第 j 个指

标的样本均值和样本标准差。对应地，称 

 
i

ii
i s

xxx −
=~ ，（ mi ,,2,1 L= ） 

为标准化指标变量。 

2）计算相关系数矩阵 R  

相关系数矩阵 mmijrR ×= )(  

    
1

~~
1

−

⋅
=
∑
=

n

xx
r

n

k
kjki

ij ，（ mji ,,2,1, L= ） 

式中 1=iir ， jiij rr = ， ijr 是第 i 个指标与第 j 个指标的相关系数。 

 3）计算特征值和特征向量 

计算相关系数矩阵 R 的特征值 021 ≥≥≥≥ mλλλ L ，及对应的特征向量 ,, 21 uu  

mu,L ，其中
T

mjjjj uuuu ),,,( 21 L= ，由特征向量组成m 个新的指标变量 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

+++=

+++=
+++=

mmmmmm

mm

mm

xuxuxuy

xuxuxuy
xuxuxuy

~~~

~~~
~~~

2211

22221122

12211111

L

LLLLLLLLLLL

L

L

 

式中 1y 是第1主成分， 2y 是第2主成分，…， my 是第m 主成分。 

 4）选择 p （ mp ≤ ）个主成分，计算综合评价值 

 ① 计算特征值 ),,2,1( mjj L=λ 的信息贡献率和累积贡献率。称 
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∑
=

= m

k
k

j
jb

1
λ

λ
（ mj ,,2,1 L= ） 

为主成分 jy 的信息贡献率； 

           

∑

∑

=

== m

k
k

p

k
k

p

1

1

λ

λ
α  

为主成分 pyyy ,,, 21 L 的累积贡献率，当 pα 接近于1（ 95.0,90.0,85.0=pα ）时，则

选择前 p 个指标变量 pyyy ,,, 21 L 作为 p 个主成分，代替原来m 个指标变量，从而可

对 p 个主成分进行综合分析。 

    ② 计算综合得分 

  ∑
=

=
p

j
jj ybZ

1
 

其中 jb 为第 j 个主成分的信息贡献率，根据综合得分值就可进行评价。 

4.2  基于主成分分析法的综合评价 

定性考察反映高等教育发展状况的五个方面十项评价指标，可以看出，某些指标之

间可能存在较强的相关性。比如每十万人口高等院校毕业生数、每十万人口高等院校招

生数与每十万人口高等院校在校生数之间可能存在较强的相关性，每十万人口高等院校

教职工数和每十万人口高等院校专职教师数之间可能存在较强的相关性。为了验证这种

想法，计算十个指标之间的相关系数。 

可以看出某些指标之间确实存在很强的相关性，如果直接用这些指标进行综合评

价，必然造成信息的重叠，影响评价结果的客观性。主成分分析方法可以把多个指标转

化为少数几个不相关的综合指标，因此，可以考虑利用主成分进行综合评价。 

利用MATLAB软件对十个评价指标进行主成分分析，相关系数矩阵的前几个特征根及

其贡献率如表7。 

表7  主成分分析结果 

序号 特征根 贡献率 累计贡献率 

1 7.5022 75.0216 75.0216 

2 1.577 15.7699 90.7915 

3 0.5362 5.3621 96.1536 

4 0.2064 2.0638 98.2174 

5 0.145 1.4500 99.6674 
6 0.0222 0.2219 99.8893 

 

可以看出，前两个特征根的累计贡献率就达到90%以上，主成分分析效果很好。下

面选取前四个主成分（累计贡献率就达到98%）进行综合评价。前四个特征根对应的特

征向量见表8。 
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表8  标准化变量的前4个主成分对应的特征向量 

 
1

~x  2
~x  3

~x  4
~x  5

~x  6
~x  7

~x  8
~x  9

~x  10
~x  

第1特

征向
0.3497 0.3590 0.3623 0.3623 0.3605 0.3602 0.2241 0.1201 0.3192 0.2452 

第2特

征向
-0.1972 0.0343 0.0291 0.0138 -0.0507 -0.0646 0.5826 0.7021 -0.1941 -0.2865 

第3特

征向
-0.1639 -0.1084 -0.0900 -0.1128 -0.1534 -0.1645 -0.0397 0.3577 0.1204 0.8637 

第4特

征向
-0.1022 -0.2266 -0.1692 -0.1607 -0.0442 -0.0032 0.0812 0.0702 0.8999 0.2457 

 

由此可得四个主成分分别为 

  10211
~2452.0~359.0~3497.0 xxxy +++= L  

  10212
~286.0~0343.0~1972.0 xxxy −++−= L  

  10213
~8637.0~1084.0~1639.0 xxxy ++−−= L  

  10214
~2457.0~2266.0~1022.0 xxxy −+−−= L  

从主成分的系数可以看出，第一主成分主要反映了前六个指标（学校数、学生数和教师

数方面）的信息，第二主成分主要反映了高校规模和教师中高级职称的比例，第三主成

分主要反映了生均教育经费，第四主成分主要反映了国家财政预算内普通高教经费占国

内生产总值的比重。把各地区原始十个指标的标准化数据代入四个主成分的表达式，就

可以得到各地区的四个主成分值。 

分别以四个主成分的贡献率为权重，构建主成分综合评价模型： 

  4321 0206.00536.01577.07502.0 yyyyZ +++=  

把各地区的四个主成分值代入上式，可以得到各地区高教发展水平的综合评价值以及排

序结果如表9。 
表9  排名和综合评价结果 

地区 北京 上海 天津 陕西 辽宁 吉林 黑龙江 湖北 江苏 广东 

名次 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

综合 

评价值 
8.6043 4.4738 2.7881 0.8119 0.7621 0.5884 0.2971 0.2455 0.0581 0.0058 

地区 四川 山东 甘肃 湖南 浙江 新疆 福建 山西 河北 安徽 

名次 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

综合 

评价值 
-0.268 -0.3645 -0.4879 -0.5065 -0.7016 -0.7428 -0.7697 -0.7965 -0.8895 -0.8917 

地区 云南 江西 海南 内蒙古 西藏 河南 广西 宁夏 贵州 青海 

名次 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 

综合 

评价值 
-0.9557 -0.9610 -1.0147 -1.1246 -1.1470 -1.2059 -1.2250 -1.2513 -1.6514 -1.68 

 
    计算的Matlab程序如下： 
clc,clear 
load gj.txt   %把原始数据保存在纯文本文件gj.txt中 
gj=zscore(gj); %数据标准化 
r=corrcoef(gj);  %计算相关系数矩阵 
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%下面利用相关系数矩阵进行主成分分析，x的列为r的特征向量，即主成分的系数 
[x,y,z]=pcacov(r) %y为r的特征值，z为各个主成分的贡献率 
f=repmat(sign(sum(x)),size(x,1),1); %构造与x同维数的元素为±1的矩阵 
x=x.*f; %修改特征向量的正负号，每个特征向量乘以所有分量和的符号函数值 
num=4;  %num为选取的主成分的个数 
df=gj*x(:,1:num);  %计算各个主成分的得分 
tf=df*z(1:num)/100; %计算综合得分 
[stf,ind]=sort(tf,'descend');  %把得分按照从高到低的次序排列 
stf=stf', ind=ind' 
 
 4.3  结论 

各地区高等教育发展水平存在较大的差异，高教资源的地区分布很不均衡。北京、

上海、天津等地区高等教育发展水平遥遥领先，主要表现在每百万人口的学校数量和每

十万人口的教师数量、学生数量以及国家财政预算内普通高教经费占国内生产总值的比

重等方面。陕西和东北三省高等教育发展水平也比较高。贵州、广西、河南、安徽等地

区高等教育发展水平比较落后，这些地区的高等教育发展需要政策和资金的扶持。值得

一提的是西藏、新疆、甘肃等经济不发达地区的高等教育发展水平居于中上游水平，可

能是由于人口等原因。 

 

§5  因子分析 

 因子分析（factor analysis）是由英国心理学家Spearman在1904年提出来的，他

成功地解决了智力测验得分的统计分析，长期以来，教育心理学家不断丰富、发展了因

子分析理论和方法，并应用这一方法在行为科学领域进行了广泛的研究。 

 因子分析可以看成主成分分析的推广，它也是多元统计分析中常用的一种降维方

式，因子分析所涉及的计算与主成分分析也很类似，但差别也是很明显的：1）主成分

分析把方差划分为不同的正交成分，而因子分析则把方差划归为不同的起因因子；2）

因子分析中特征值的计算只能从相关系数矩阵出发，且必须将主成分转换成因子。 

 因子分析有确定的模型，观察数据在模型中被分解为公共因子、特殊因子和误差三

部分。初学因子分析的最大困难在于理解它的模型，我们先看如下几个例子。 

 例6  为了解学生的知识和能力，对学生进行了抽样命题考试，考题包括的面很广，

但总的来讲可归结为学生的语文水平、数学推导、艺术修养、历史知识、生活知识等五

个方面，我们把每一个方面称为一个（公共）因子，显然每个学生的成绩均可由这五个

因子来确定，即可设想第 i 个学生考试的分数 iX 能用这五个公共因子 521 ,,, FFF L 的

线性组合表示出来 

 iiiiii UFaFaFaX +++++= 552211 Lμ ，（ Ni ,,2,1 L= ）            （34） 

线性组合系数 521 ,,, iii aaa L 称为因子载荷（loadings），它分别表示第 i 个学生在这

五个因子方面的能力； iμ 是总平均， iU 是第 i 个学生的能力和知识不能被这五个因子

包含的部分，称为特殊因子，常假定 ),0(~ 2
ii NU σ ，不难发现，这个模型与回归模型

在形式上是很相似的，但这里 521 ,,, FFF L 的值却是未知的，有关参数的意义也有很大

的差异。 

 因子分析的首要任务就是估计因子载荷 ija 和方差
2
iσ ，然后给因子 iF 一个合理的

解释，若难以进行合理的解释，则需要进一步作因子旋转，希望旋转后能发现比较合理
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的解释。 

 例7  诊断时，医生检测了病人的五个生理指标：收缩压、舒张压、心跳间隔、呼

吸间隔和舌下温度，但依据生理学知识，这五个指标是受植物神经支配的，植物神经又

分为交感神经和副交感神经，因此这五个指标可用交感神经和副交感神经两个公共因子

来确定，从而也构成了因子模型。 

 例8  Holjinger和Swineford在芝加哥郊区对145名七、八年级学生进行了24个心理

测验，通过因子分析，这24个心理指标被归结为4个公共因子，即词语因子、速度因子、

推理因子和记忆因子。 

 特别需要说明的是这里的因子和试验设计里的因子（或因素）是不同的，它比较抽

象和概括，往往是不可以单独测量的。 

 5.1  因子分析模型 

 设有 p 个原始变量 ),,2,1( pixi L= ，它们可能相关，也可能独立，将 ix 标准化得

到新变量 iz ，则可以建立因子分析模型如下： 

  imimiii UFaFaFaz ++++= L2211 （ pi ,,2,1 L= ），                （35） 

其中 ),,2,1( mjFj L= 出现在每个变量的表达式中，称为公共因子，它们的含义要根

据具体问题来解释， ),,2,1( piUi L= 仅与变量 iz 有关，称为特殊因子，系数 ija （ ,1=i  

p,,2 L ， mj ,,2,1 L= ）称为因子载荷， )( ijaA = 称为载荷矩阵。 

 可以将（35）式表示为如下的矩阵形式 

    UAFz +=                                            （36） 

其中 
T

pzzzz ),,,( 21 L= ，
T

mFFFF ),,,( 21 L= ， 

T
pUUUU ),,,( 21 L= ， mpijaA ×= )( 。  

对此模型通常需要假设 

 1）各特殊因子之间以及特殊因子与所有公共因子之间均相互独立，即 

  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

0)Cov(

),,,(diag)(Cov 22
2

2
1

F,U

U pσσσ L
                                 （37） 

 2）各公共因子都是均值为0，方差为1的独立正态随机变量，其协方差矩阵为单位

阵 mI ，即 ),0(~ mINF 。当因子 F 的各个分量相关时， )(Cov F 不再是对角阵，这样

的模型称为斜交因子模型，我们不考虑这种模型。 

 m 个公共因子对第 i 个变量方差的贡献称为第 i 共同度，记为
2
ih ， 

   
22

2
2
1

2
imiii aaah +++= L               （38） 

而特殊因子的方差称为特殊方差或者特殊值（即（37）式中的
2
iσ ， pi ,,2,1 L= ），

从而第 i 个变量的方差有如下分解 

  
22Var iii hz σ+= ， pi ,,2,1 L=                                   （39） 

因子分析的一个基本问题是如何估计因子载荷，亦即如何求解因子模型（35），我

们下面仅仅介绍最常用的基于样本相关系数矩阵 R 的主成分解。 

设 pλλλ ≥≥≥ L21 为样本相关系数矩阵 R 的特征值， pηηη ,,, 21 L 为相应的标准

正交化特征向量。设 pm < ，则样本相关系数矩阵 R 的主成分因子分析的载荷矩阵 A为 



  -607-

 ),,,( 2211 mmA ηληληλ L= ，                （40） 

特殊因子的方差用
TAAR − 的对角元来估计，即 

  ∑
=

−=
m

j
iji a

1

22 1σ                                                  （41） 

例9（续例5） 我们考虑样本相关系数矩阵 R 的前两个样本主成分，对 1=m 和 2=m ，

因子分析主成分解见表10，对 2=m ，残差矩阵 )(Cov UAAR T −− 为 

  

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−−
−−−−

−−
−−−

02317.00171.00118.00173.0
2317.000193.00553.00689.0
0171.00193.001234.01643.0

0118.00553.01223.001274.0
0173.00689.01643.0127400 .

 

 
表10  因子分析主成分解 

一个因子 两个因子 

因子载荷估计 变量 
因子载荷估计 1F  特殊方差 

1F  2F  
特殊方差 

1 

2 

3 

4 

5 

0.7836 

0.7726 

0.7947 

0.7123 

0.7119 

 0.3860 

 0.4031 

 0.3685 

 0.4926 

 0.4931 

0.7836 

0.7726 

0.7947 

0.7123 

0.7119 

-0.2162 

-0.4581 

-0.2343 

0.4729 

0.5235 

0.3393 

0.1932 

0.3136 

0.2690 

0.2191 

累积贡献 0.571342  0.571342 0.733175  

 

由这两个因子解释的总方差比一个因子大很多。然而，对 2=m ，残差矩阵负元素较多，

这表明
TAA 产生的数比 R 中对应元素（相关系数）要大。 

 第一个因子 1F 代表了一般经济条件，称为市场因子，所有股票在这个因子上的载

荷都比较大，且大致相等，第二个因子是化学股和石油股的一个对照，两者分别有比较

大的负、正载荷。可见 2F 使不同的工业部门的股票产生差异，通常称之为工业因子。

归纳起来，我们有如下结论：股票回升率由一般经济条件、工业部门活动和各公司本身

特殊活动三部分决定，这与例5的结论基本一致。 

 计算的MATLAB程序如下： 

clc,clear 

r=[1.000 0.577 0.509 0.387 0.462 

   0.577 1.000 0.599 0.389 0.322 

   0.509 0.599 1.000 0.436 0.426 

   0.387 0.389 0.436 1.000 0.523 

   0.462 0.322 0.426 0.523 1.000]; 

%下面利用相关系数矩阵求主成分解，val的列为r的特征向量，即主成分的系数 

[vec,val,con]=pcacov(r);%val为r的特征值，con为各个主成分的贡献率 

f1=repmat(sign(sum(vec)),size(vec,1),1); %构造与vec同维数的元素为±1的矩阵 

vec=vec.*f1; %修改特征向量的正负号，每个特征向量乘以所有分量和的符号函数值 
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f2=repmat(sqrt(val)',size(vec,1),1); 

a=vec.*f2    %构造全部因子的载荷矩阵，见（40）式  

a1=a(:,1)   %提出一个因子的载荷矩阵 

tcha1=diag(r-a1*a1')   %计算一个因子的特殊方差 

a2=a(:,[1,2])  %提出两个因子的载荷矩阵 

tcha2=diag(r-a2*a2')  %计算两个因子的特殊方差 

ccha2=r-a2*a2'-diag(tcha2)  %求两个因子时的残差矩阵 

gong=cumsum(con)     %求累积贡献率 

 

    5.2  因子旋转 

 上面主成分解是不唯一的，因为对 A作任何正交变换都不会改变原来的
TAA ，即

设Q为m 阶正交矩阵， AQB = 则有
TT AABB = ，载荷矩阵的这种不唯一性表面看是

不利的，但我们却可以利用这种不变性，通过适当的因子变换，使变换后新的因子具有

更鲜明的实际意义或可解释性，比如，我们可以通过正交变换使 B 中有尽可能多的元

素等于或接近于0，从而使因子载荷矩阵结构简单化，便于做出更有实际意义的解释。 

 由于正交变换是一种旋转变换，如果我们选取方差最大的正交旋转，即将各个因子

旋转到某个位置，使每个变量在旋转后的因子轴上的投影向最大、最小两级分化，从而

使每个因子中的高载荷只出现在少数的变量上，在最后得到的旋转因子载荷矩阵中，每

列元素除几个值外，其余的均接近于0。 

 5.2.1  考虑两个因子的平面正交旋转 

 设因子载荷矩阵为 

  )( ijaA = ， pi ,,2,1 L= ， 2,1=j                                 （42） 

取正交矩阵 

  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

φφ
φφ

cossin
sincos

Q                                            （43） 

这是逆时针旋转，如作顺时针旋转，只需将（43）式次对角线上的两个元素对换即可。

并记 

  )( ijbAQB == ， pi ,,2,1 L= ， 2,1=j                            （44） 

称 B 为旋转因子载荷矩阵，此时模型（36）变为 

   UFQBz T += )(                          （45） 

同时，公共因子 F 也随之变为 FQT
，现在希望通过旋转，将变量分为由不同因子说明

的两个部分，因此，要求 ),,,( 2
1

2
21

2
11 pbbb L 和

T
pbbb ),,,( 2

2
2
22

2
12 L 这两列数据分别求得的

方差尽可能的大。 

 下面考虑相对方差 

  ∑ ∑
= =

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

p

i

p

i i

ij

i

ij
j h

b
ph

b
p

V
1

2

1
2

22

2

2 11
， 2,1=j                         （46） 

取
2
ijb 是为了消除 ijb 符号的影响，除以

2
ih 是为了消除各个变量对公共因子依赖程度不同

的影响，正交旋转的目的是为了使总方差 21 VVV += 达到最大。令 0=
φd

dV
，经计算，
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φ应满足 

  
pBAC

pBAD
/)(

/24tan 2
0

2
00

000

−−
−

=φ                                     （47） 

其中 
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∑∑
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p
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p
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p
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p

i
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h
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h
a

h
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vuDvuC

vBuA

                         （48） 

当 2=m 时，还可以通过图解法，凭直觉将坐标轴旋转一个角度φ，一般的做法是

先对变量聚类，利用这些类很容易确定新的公共因子。 

    5.2.2  公共因子数 2>m 的情形 

可以每次考虑不同的两个因子的旋转，从m 个因子中每次选两个旋转，共有

2/)1( −mm 种选择，这样共有 2/)1( −mm 次旋转，做完这 2/)1( −mm 次旋转就算完

成了一个循环，然后重新开始第二个循环，每经一个循环，A阵的各列的相对方差和V
只会变大，当第 k 次循环后的

)(kV 与上一次循环的
)1( −kV 比较变化不大时，就停止旋转。 

例10  设某三个变量的样本相关系数矩阵为 

  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−
=

103/2
013/1

3/23/11
R  

试从 R 出发，作因子分析。 

 解  1）求 R 的特征值及其相应的特征向量。 

 由特征方程 0)det( =− IR λ 可得三个特征值，依大小次序记为 7454.11 =λ ，

12 =λ ， 2546.03 =λ ，由于前面两个特征值的累积方差贡献率已达91.51%，因而只

要取两个主因子就行了，下面给出了前两个特征值对应的特征向量： 

  )6325.0,3162.0,7071.0(1 −=Tη  

  )4472.0,8944.0,0(2 =Tη  

2）求因子载荷矩阵 A  

 由（40）式即可算出 

  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

4472.08355.0
8944.04178.0
09342.0

A  

3）对载荷矩阵 A作正交旋转 

 对载荷矩阵 A作正交旋转，使得到的矩阵 AQA =1 的方差和最大。计算结果为 
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0.9320 0.3625
0.3625 0.9320

Q
−⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 1

0.8706 0.3386
0.0651 0.9850

0.9408 0.1139
A

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

求解的MATLAB程序如下： 

clc,clear 

r=[1 -1/3 2/3;-1/3 1 0;2/3 0 1]; 

%下面利用相关系数矩阵求主成分解，val的列为r的特征向量，即主成分的系数 

[vec,val,con]=pcacov(r) %val为r的特征值，con为各个主成分的贡献率 

f1=repmat(sign(sum(vec)),size(vec,1),1); %构造与vec同维数的元素为±1的矩阵 

vec=vec.*f1; %修改特征向量的正负号，每个特征向量乘以所有分量和的符号函数值 

f2=repmat(sqrt(val)',size(vec,1),1); 

a=vec.*f2    %构造全部因子的载荷矩阵，见（40）式  

num=2;  %选择两个主因子 

[b,t]=rotatefactors(a(:,1:num),'method', 'varimax')  %对载荷矩阵进行旋转 

%其中b为旋转载荷矩阵，t为变换的正交矩阵 

 

 例11  在一项关于消费者爱好的研究中，随机的邀请一些顾客对某种新食品进行评

价，共有5项指标（变量，1－味道，2－价格，3－风味，4－适于快餐，5－能量补充），

均采用7级打分法，它们的相关系数矩阵 

  

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

179.011.085.001.0
79.015.071.042.0
11.05.0113.096.0
85.071.013.0102.0
01.042.096.002.01

R  

从相关系数矩阵 R 可以看出，变量1和3、2和5各成一组，而变量4似乎更接近（2，5）

组，于是，我们可以期望，因子模型可以取两个、至多三个公共因子。 

 R 的前两个特征值为2.8531和1.8063，其余三个均小于1，这两个公共因子对样本

方差的累计贡献率为0.9319，于是，我们选 2=m ，因子载荷、贡献率和特殊方差的估

计列入表11中。 
表11  因子分析表 

变量 因子载荷估计 旋转因子载荷估计 

 
1F  2F  1FQT

 2FQT
 

共同度 
特殊方差 

(未旋转) 

1 

2 

3 

4 

5 

0.5599 

0.7773 

0.6453 

0.9391 

0.7982 

0.8161 

-0.5242 

0.7479 

-0.1049 

-0.5432 

0.027 

0.8734 

0.1329 

0.8178 

0.9734 

0.9854 

0.0034 

0.9705 

0.4035 

-0.0179 

0.9795 

0.8789 

0.9759 

0.8929 

0.9322 

0.0205 

0.1211 

0.0241 

0.1071 

0.0678 

特征值 2.8531 1.8063  

累积贡献 57.0618 93.1885  
  

    

 因为 )(Cov UAAT + 与 R 比较接近，所以从直观上，我们可以认为两个因子的模

型给出了数据较好的拟合。另一方面，五个贡献值都比较大，表明了这两个公共因子确
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实解释了每个变量方差的绝大部分。 

 很明显，变量2，4，5在 1FQT
上有大载荷，而在 2FQT

上的载荷较小或可忽略。相

反，变量1，3在 2FQT
上有大载荷，而在 1FQT

上的载荷却是可以忽略。因此，我们有

理由称 1FQT
为营养因子， 2FQT

为滋味因子。旋转的效果一目了然。 

 计算的MATLAB程序如下： 

clc,clear 

load r.txt  %把原始的相关系数矩阵保存在纯文本文件r.txt中 

[vec,val,con]=pcacov(r) 

f1=repmat(sign(sum(vec)),size(vec,1),1); 

vec=vec.*f1;     %特征向量正负号转换 

f2=repmat(sqrt(val)',size(vec,1),1); 

a=vec.*f2   %计算全部因子的载荷矩阵，见（40）式 

num=2; %num为因子的个数 

a1=a(:,[1:num])   %提出两个因子的载荷矩阵 

tcha=diag(r-a1*a1')   %因子的特殊方差 

ccha=r-a1*a1'-diag(tcha)  %求残差矩阵 

gong=cumsum(con(1:num))     %求累积贡献率 

[mat,sv]=factoran(r,2,'xtype','cov','rotate','varimax') 

%返回值mat为旋转因子载荷矩阵，sv为特殊方差 

 

 在因子分析中，一般人们的重点是估计因子模型的参数，即载荷矩阵，有时公共因

子的估计，即所谓因子得分，也是需要的，因子得分可以用于模型诊断，也可以作下一

步分析的原始数据，需要指出的是，因子得分的计算并不是通常意义下的参数估计，它

是对不可观测的随机向量 iF 取值的估计。通常可以用加权最小二乘法和回归法来估计

因子得分。 

 

§6  因子分析案例 

因子分析(factor analysis)是一种数据简化的技术。它通过研究众多变量之间的

内部依赖关系，探求观测数据中的基本结构，并用少数几个假想变量来表示其基本的数

据结构。这几个假想变量能够反映原来众多变量的主要信息。原始的变量是可观测的显

在变量，而假想变量是不可观测的潜在变量，称为因子。 

因子分析与回归分析不同，因子分析中的因子是一个比较抽象的概念，而回归因

子有非常明确的实际意义。 

主成分分析与因子分析也有不同，主成分分析仅仅是变量变换，而因子分析需要

构造因子模型。 

主成分分析:原始变量的线性组合表示新的综合变量，即主成分。 

因子分析：潜在的假想变量和随机影响变量的线性组合表示原始变量。 

下面我们首先总结一下因子分析的原理。 

6.1  因子分析的原理 

6.1.1  因子分析模型 

1.数学模型 

设 p 个变量 ),,2,1( piX i L= ，如果表示为 

 imimiii FaFaX εμ ++++= L11 ，（ pm ≤ ）                       （49） 
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或 
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⎥
⎥
⎥
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或 

  εμ +=− AFX  

其中 
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称 pFFF ,,, 21 L 为公共因子，是不可观测的变量，它们的系数称为载荷因子。 iε 是

特殊因子，是不能被前m 个公共因子包含的部分。并且满足 

0)( =FE ， 0)( =εE ， mIF =)(Cov ， 

),,,(diag)()( 22
2

2
1 mCovD σσσεε L== ， 0),cov( =εF 。 

2．因子分析模型的性质 

（1）原始变量 X 的协方差矩阵的分解 

由 εμ +=− AFX ，得 )(Cov)(Cov)(Cov εμ +=− TAFAX ，即 

 ),,,(diag)( 22
2

2
1 m

TAAXCov σσσ L+=  

22
2

2
1 ,,, mσσσ L 的值越小，则公共因子共享的成分越多。 

 （2）载荷矩阵不是唯一的 

 设T 为一个 pp× 的正交矩阵，令 ATA =
~

， FTF T=~
，则模型可以表示为 

   εμ ++= FAX ~~
 

 3．因子载荷矩阵中的几个统计性质 

 （1）因子载荷 ija 的统计意义 

因子载荷 ija 是第 i 个变量与第 j 个公共因子的相关系数，反映了第 i 个变量与第 j
个公共因子的相关重要性。绝对值越大，相关的密切程度越高。 

（2）变量共同度的统计意义 

变量 iX 的共同度是因子载荷矩阵的第 i 行的元素的平方和。记为 ∑
=

=
m

j
iji ah

1

22
。 

对（49）式两边求方差，得 

  )(Var)(Var)(Var)(Var 2
1

2
1 imimii FaFaX ε+++= L  

即 

  
2

1

21 i

m

j
ija σ+=∑

=
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可以看出所有的公共因子和特殊因子对变量 iX 的贡献为1。如果∑
=

m

j
ija

1

2
非常靠近1，

2
iσ  非常小，则因子分析的效果好，从原变量空间到公共因子空间的转化效果好。 

 （3）公共因子 jF 方差贡献的统计意义 

因子载荷矩阵中各列元素的平方和 

  ∑
=

=
p

i
ijj aS

1

2
 

称为 ),,2,1( mjFj L= 对所有的 iX 的方差贡献和。衡量 jF 的相对重要性。 

    由于每一个公共因子的载荷系数之平方和等于对应的特征根，即该公共因子的方

差。所以， j

p

i
ijj aS λ==∑

=1

2
。 

 6.1.2  因子载荷矩阵的估计方法 

 1.主成分分析法 

见第五节。 

2．主因子法 

主因子方法是对主成分方法的修正，假定我们首先对变量进行标准化变换。则 

 DAAR T +=  

  DRAAR T −==*
 

称
*R 为约相关系数矩阵，

*R 对角线上的元素是
2
ih ，而不是1。 

 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=−=

2
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rrh

DRR
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L

 

直接求
*R 的前 p 个特征值和对应的正交特征向量。得到如下的矩阵 

  ][ ***
2

*
2

*
1

*
1 pp uuuA λλλ L=  

其中
*R 的特征值：

**
2

*
1 pλλλ ≥≥≥ L ，对应的正交特征向量为

**
2

*
1 ,,, puuu L 。 

 在实际应用中，特殊因子的方差一般都是未知的，可以通过一组样本来估计。估计

的方法有如下几种： 

 1）取 1ˆ2 =ih ，在这个情况下主因子解与主成分解等价。 

 2）取
22ˆ
ii Rh = ，

2
iR 为 ix 与其它所有的原始变量 jx 的复相关系数的平方，即 ix 对

其余的 1−p 个 jx 的回归方程的判定系数，这是因为 ix 与公共因子的关系是通过其余

的 1−p 个 jx 的线性组合联系起来的。 

3）取 ijiji rh
≠

= maxˆ2
，这意味着取 ix 与其余的 jx 的简单相关系数的绝对值最大者。 
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4）取 ∑
≠
=−

=
p

ij
j

iji r
p

h
1

2

1
1ˆ ，其中要求该值为正数。 

5）取
ii

i rh /1ˆ2 = ，其中
iir 是

1−R 的对角元素。 

 3．极大似然估计法（略） 

 例12  假定某地固定资产投资率 1x ，通货膨胀率 2x ，失业率 3x ，相关系数矩阵为 

   

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−
−

15/25/1
5/215/1
5/15/11

 

试用主成分分析法求因子分析模型。 

 解  特征值为 5464.11 =λ ， 8536.02 =λ ， 6.03 =λ ，特征向量 

  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

628.0
628.0

4597.0

1u ，

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=

3251.0
3251.0

8881.0

2u ，

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

7071.0
7071.0
0

3u  

载荷矩阵 

  [ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−==

5477.03003.07809.0
5477.03003.07809.0
08205.05717.0

332211 uuuA λλλ  

  211 8205.05717.0 FFx +=  

  3212 5477.03003.07809.0 FFFx +−=  

  3213 5477.03003.07809.0 FFFx ++−=  

 可取前两个因子 1F 和 2F 为公共因子，第一公因子 1F 为物价因子，对 X 的贡献为

1.5464，第二公因子 2F 为投资因子，对 X 的贡献为0.8536。共同度分别为1，0.7，0.7。 

计算的MATLAB程序为： 

clc,clear 

r=[1 1/5 -1/5;1/5 1 -2/5;-1/5 -2/5 1]; 

%下面利用相关系数矩阵求主成分解，val的列为r的特征向量，即主成分的系数 

[vec,val,con]=pcacov(r) %val为r的特征值，con为各个主成分的贡献率 

num=input('请选择公共因子的个数：');  %交互式选取主因子的个数 

f1=repmat(sign(sum(vec)),size(vec,1),1); 

vec=vec.*f1;     %特征向量正负号转换 

f2=repmat(sqrt(val)',size(vec,1),1); 

a=vec.*f2   %计算初等载荷矩阵 

aa=a(:,1:num);  %提出两个主因子的载荷矩阵 

s1=sum(aa.^2)   %计算对X的贡献率，实际上等于对应的特征值 

s2=sum(aa.^2,2)  %计算共同度 

  

例13  假定某地固定资产投资率 1x ，通货膨胀率 2x ，失业率 3x ，相关系数矩阵为 
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15/25/1
5/215/1
5/15/11

 

试用主因子分析法求因子分析模型。 

 解  假定用 ijiji rh
≠

= maxˆ2
代替初始的

2
ih 。则有

5
12

1 =h ，
5
22

2 =h ，
5
22

3 =h  。 
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=
5/25/25/1
5/25/25/1
5/15/15/1

*R  

特征值为 9123.01 =λ ， 0877.02 =λ ， 03 =λ 。非零特征值对应的特征向量为 
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=
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6572.0
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取两个主因子，求得载荷矩阵 
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 6.1.3  因子旋转（正交变换） 

 建立因子分析数学模型目的不仅仅要找出公共因子以及对变量进行分组，更重要的

要知道每个公共因子的意义，以便进行进一步的分析，如果每个公共因子的含义不清，

则不便于进行实际背景的解释。由于因子载荷阵是不唯一的，所以应该对因子载荷阵进

行旋转。目的是使因子载荷阵的结构简化，使载荷矩阵每列或行的元素平方值向0和1

两级分化。有三种主要的正交旋转法，方差最大法、四次方最大法和等量最大法。 

 1．方差最大法 

 方差最大法从简化因子载荷矩阵的每一列出发，使和每个因子有关的载荷的平方的

方差最大。当只有少数几个变量在某个因子上有较高的载荷时，对因子的解释最简单。

方差最大的直观意义是希望通过因子旋转后，使每个因子上的载荷尽量拉开距离，一部

分的载荷趋于±1，另一部分趋于0。 

 2．四次方最大旋转 

 四次方最大旋转是从简化载荷矩阵的行出发，通过旋转初始因子，使每个变量只在

一个因子上有较高的载荷，而在其它的因子上有尽可能低的载荷。如果每个变量只在一

个因子上有非零的载荷，这时的因子解释是最简单的。 

    四次方最大法通过使因子载荷矩阵中每一行的因子载荷平方的方差达到最大。 

3．等量最大法 

等量最大法把四次方最大法和方差最大法结合起来，求它们的加权平均最大。 

6.2  因子得分 

 1．因子得分的概念 

前面我们主要解决了用公共因子的线性组合来表示一组观测变量的有关问题。如果

我们要使用这些因子做其他的研究，比如把得到的因子作为自变量来做回归分析，对样
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本进行分类或评价，这就需要我们对公共因子进行测度，即给出公共因子的值。 

为简单起见，不妨设因子分析的数学模型为  
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原变量被表示为公共因子的线性组合，当载荷矩阵旋转之后，公共因子可以做出解

释，通常的情况下，我们还想反过来把公共因子表示为原变量的线性组合。 

因子得分函数 

pjpjj XXF ββ ++= L11 ， mj ,,2,1 L=  

可见，要求得每个因子的得分，必须求得分函数的系数，而由于 mp > ，所以不能得

到精确的得分，只能通过估计。 

 （1）巴特莱特因子得分(加权最小二乘法） 

 把 iix μ− 看作因变量，把因子载荷矩阵 

  

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

pmpp

m

m

aaa

aaa
aaa

L

MMM

L

L

21

22221

11211

 

看成自变量的观测。 
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由于特殊因子的方差相异，所以用加权最小二乘法求得分。使 

  ∑
=

++−−
p

j
imimiiiij fafafax

1

22
2211 /)]ˆˆˆ()[( σμ L  

最小的 mff ˆ,,1̂ L 是相应个案的因子得分。 

 用矩阵表达有 

εμ +=− AFx  

则要使 

  )()( 1 AFxDAFx T −−−− − μμ                             （50） 

达到最小，其中 
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使（50）式取得最小值的 F 是相应个案的因子得分。 
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 计算得 F 满足 

  )(11 μ−= −− xADAFDA TT
 

解之得 

  )()(ˆ 111 μ−= −−− xDAADAF TT
 

 （2）回归方法 

 下面我们简单介绍一下回归方法的思想。 

 不妨设 
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因子得分函数 

  pjpjj XbXbF ++= L11
ˆ ， mj ,,2,1 L=  

由于 

 )]([)( 11 pjpjijiFXij XbXbXEFXEa
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++=== Lγ  
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则我们有如下的方程组 
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其中 
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分别为原始变量的相关系数矩阵，第 j 个因子得分函数的系数，载荷矩阵的第 j 列。 

 用矩阵表示有 
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因此，因子得分的估计为 

  ARXFF mnij
1

0)ˆ(ˆ −
× ==  

其中 ijF̂ 为第 i 个样本点对第 j 个因子 jF 得分的估计值， 0X 是 mn× 的原始数据矩阵。 

 6.3  因子分析的步骤 

 1．选择分析的变量 

用定性分析和定量分析的方法选择变量，因子分析的前提条件是观测变量间有较强

的相关性，因为如果变量之间无相关性或相关性较小的话，他们不会有共享因子,所以

原始变量间应该有较强的相关性。 

2．计算所选原始变量的相关系数矩阵 

相关系数矩阵描述了原始变量之间的相关关系。可以帮助判断原始变量之间是否存

在相关关系，这对因子分析是非常重要的，因为如果所选变量之间无关系，做因子分析

是不恰当的。并且相关系数矩阵是估计因子结构的基础。 

3．提出公共因子 

这一步要确定因子求解的方法和因子的个数。需要根据研究者的设计方案或有关的

经验或知识事先确定。因子个数的确定可以根据因子方差的大小。只取方差大于1(或特

征值大于1)的那些因子，因为方差小于1的因子其贡献可能很小；按照因子的累计方差

贡献率来确定，一般认为要达到60％才能符合要求。 

4．因子旋转 

通过坐标变换使每个原始变量在尽可能少的因子之间有密切的关系，这样因子解的

实际意义更容易解释,并为每个潜在因子赋予有实际意义的名字。 

5．计算因子得分 

求出各样本的因子得分，有了因子得分值，则可以在许多分析中使用这些因子，例

如以因子的得分做聚类分析的变量，做回归分析中的回归因子。 

6.4  我国上市公司赢利能力与资本结构的实证分析 

已知上市公司的数据见表12。 
表12  上市公司数据 

公司 销售净利率 1x  资产净利率 2x 净资产收益率
3

x 销售毛利率
4

x 资产负利率 x  

歌华有线 43.31 7.39 8.73 54.89 15.35 

五粮液 17.11 12.13 17.29 44.25 29.69 

用友软件 21.11 6.03 7 89.37 13.82 

太太药业 29.55 8.62 10.13 73 14.88 

浙江阳光 11 8.41 11.83 25.22 25.49 

烟台万华 17.63 13.86 15.41 36.44 10.03 

方正科技 2.73 4.22 17.16 9.96 74.12 

红河光明 29.11 5.44 6.09 56.26 9.85 

贵州茅台 20.29 9.48 12.97 82.23 26.73 

中铁二局 3.99 4.64 9.35 13.04 50.19 

红星发展 22.65 11.13 14.3 50.51 21.59 

伊利股份 4.43 7.3 14.36 29.04 44.74 

青岛海尔 5.4 8.9 12.53 65.5 23.27 

湖北宜化 7.06 2.79 5.24 19.79 40.68 

雅戈尔 19.82 10.53 18.55 42.04 37.19 

福建南纸 7.26 2.99 6.99 22.72 56.58 
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试用因子分析法对上述企业进行综合评价。 

1.对原始数据进行标准化处理 

假设进行因子分析的指标变量有 p 个： pxxx ,,, 21 L ，共有n 个评价对象，第 i 个
评价对象的第 j 个指标的取值为 ijx 。将各指标值 ijx 转换成标准化指标 ijx~ ， 
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为标准化指标变量。 

2．计算相关系数矩阵 R  

相关系数矩阵 ppijrR ×= )(  

    
1

~~
1

−

⋅
=
∑
=

n

xx
r

n

k
kjki

ij ，（ pji ,,2,1, L= ） 

式中 1=iir ， jiij rr = ， ijr 是第 i 个指标与第 j 个指标的相关系数。 

 3．计算初等载荷矩阵 

计算相关系数矩阵 R 的特征值 021 ≥≥≥≥ pλλλ L ，及对应的特征向量 ,, 21 uu  

pu,L ，其中
T

njjjj uuuu ),,,( 21 L= ，初等载荷矩阵 

1 1 2 2[ ]p pA u u uλ λ λ= L  

 4．选择m （ pm ≤ ）个主因子，进行因子旋转 

 根据初等载荷矩阵，计算各个公共因子的贡献率，并选择m 个主因子。对提取的

因子载荷矩阵进行旋转，得到矩阵 TAB m= （其中 mA 为 A的前m 列，T 为正交矩阵），

构造因子模型 
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 本例中，我们选取两个主因子。利用MATLAB程序计算得旋转后的因子贡献及贡献率

见表13、因子载荷阵见表14。 

表13 贡献率数据 

因子 贡献 贡献率 累计贡献率

 1 

2 

1.7794 

1.6673 

44.49 

41.68 

44.49 

86.17 
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表14  旋转因子分析表 

指标 主因子1 主因子2 

销售净利率 

资产净利率 

净资产收益率 

销售毛利率 

0.893 

0.372 

-0.2302 

0.8892 

0.0082 

0.8854 

0.9386 

0.0494 

  

5.计算因子得分，并进行综合评价 

 我们用回归方法求单个因子得分函数 

 pjpjj xbxbF ~~ˆ
11 ++= L ， mj ,,2,1 L=  

记第 i 个样本点对第 j 个因子 jF 得分的估计值 

 ipjpijijij xbxbxbF ~~~ˆ
2211 +++= L （ ni ,,2,1 L= ， mj ,,2,1 L= ） 

则有 
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且 

  BRXFF mnij
1

0)ˆ(ˆ −
× ==  

其中 0X 是 mn× 的原始数据矩阵， R 为相关系数矩阵， B 步骤4中得到的载荷矩阵。 

计算得各个因子得分函数 

  43211
~5015.0~1831.0~1615.0~531.0 xxxxF +−+=  

  43212
~0199.0~581.0~5151.0~045.0 xxxxF −++−=  

利用综合因子得分公式 

    
17.86
41.6844.49 21 FFF +

=  

计算出16家上市公司赢利能力的综合得分见表15。 

                      表15  上市公司综合排名表 

排名 1 2 3 4 5 6 7 8 

1
F  0.0315 0.0025 0.9789 0.4558 -0.0563 1.2791 1.5159 1.2477 

2
F  1.4691 1.4477 0.3959 0.8548 1.3577 -0.1564 -0.5814 -0.9729 

F  0.7269 0．7016 0．6969 0．6488 0．6277 0．5847 0．5014 0.1735 

公司 烟台万华 五粮液 贵州茅台 红星发展 雅戈尔 太太药业 歌华有线 用友软件 

排名 9 10 11 12 13 14 15 16 

1
F  -0.0351 0.9313 -0.6094 -0.9859 -1.7266 -1.2509 -0.8872 -0.891 

2
F  0.3166 -1.1949 0.1544 0.3468 0.2639 -0.7424 -1.1091 -1.2403 

F  0.135 -0.0972 -0.2399 -0.3412 -0.7637 -1.0049 -1.1091 -1.2403 

公司 青岛海尔 红河光明 浙江阳光 伊利股份 方正科技 中铁二局 福建南纸 湖北宜化 
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 我们通过相关分析，得出赢利能力 F 与资产负债率 x 之间的相关系数为-0.6987，

这表明两者存在中度相关关系。因子分析法的回归方程为： 

      xF 0268.0829.0 −=  

回归方程在显著性水平0.05的情况下，通过了假设检验。 

 计算的MATLAB程序如下： 

clc,clear 

load data.txt   %把原始数据保存在纯文本文件data.txt中 

n=size(data,1); 

x=data(:,1:4); y=data(:,5); %分别提出自变量x和因变量y的值 

x=zscore(x); %数据标准化 

r=cov(x)  %求标准化数据的协方差阵，即求相关系数矩阵 

[vec,val,con]=pcacov(r)  %进行主成分分析的相关计算 

num=input('请选择主因子的个数：');  %交互式选择主因子的个数 

f1=repmat(sign(sum(vec)),size(vec,1),1); 

vec=vec.*f1;     %特征向量正负号转换 

f2=repmat(sqrt(val)',size(vec,1),1);  

a=vec.*f2   %求初等载荷矩阵 

%如果指标变量多，选取的主因子个数少，可以直接使用factoran进行因子分析 

%本题中4个指标变量，选取2个主因子，factoran无法实现 

am=a(:,1:num);  %提出num个主因子的载荷矩阵 

[b,t]=rotatefactors(am,'method', 'varimax') %旋转变换,b为旋转后的载荷阵 

bt=[b,a(:,num+1:end)];   %旋转后全部因子的载荷矩阵 

contr=sum(bt.^2)       %计算因子贡献 

rate=contr(1:num)/sum(contr) %计算因子贡献率 

coef=inv(r)*b          %计算得分函数的系数 

score=x*coef           %计算各个因子的得分 

weight=rate/sum(rate)  %计算得分的权重 

Tscore=score*weight'   %对各因子的得分进行加权求和，即求各企业综合得分 

[STscore,ind]=sort(Tscore,'descend')      %对企业进行排序 

display=[score(ind,:)';STscore';ind'] %显示排序结果 

[ccoef,p]=corrcoef([Tscore,y])    %计算F与资产负债的相关系数 

[d,dt,e,et,stats]=regress(Tscore,[ones(n,1),y]);%计算F与资产负债的方程 

d,stats  %显示回归系数，和相关统计量的值 

 

    6.5  生育率的影响因素分析 
生育率受社会、经济、文化、计划生育政策等很多因素影响，但这些因素对生育率

的影响并不是完全独立的，而是交织在一起，如果直接用选定的变量对生育率进行多元

回归分析，最终结果往往只能保留两三个变量，其他变量的信息就损失了。因此，考虑

用因子分析的方法，找出变量间的数据结构，在信息损失最少的情况下用新生成的因子

对生育率进行分析。 

选择的变量有：多子率、综合节育率、初中以上文化程度比例、城镇人口比例、人

均国民收入。表16是1990年中国30个省、自治区、直辖市的数据。 

16 生育率有关数据 

多子率 综合节育率 初中以上文化程度比例 人均国民收入 城镇人口比例 
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0.94 89.89 64.51 3577 73.08 

2.58 92.32 55.41 2981 68.65 

13.46 90.71 38.2 1148 19.08 

12.46 90.04 45.12 1124 27.68 

8.94 90.46 41.83 1080 36.12 

2.8 90.17 50.64 2011 50.86 

8.91 91.43 46.32 1383 42.65 

8.82 90.78 47.33 1628 47.17 

0.8 91.47 62.36 4822 66.23 

5.94 90.31 40.85 1696 21.24 

2.6 92.42 35.14 1717 32.81 

7.07 87.97 29.51 933 17.9 

14.44 88.71 29.04 1313 21.36 

15.24 89.43 31.05 943 20.4 

3.16 90.21 37.85 1372 27.34 

9.04 88.76 39.71 880 15.52 

12.02 87.28 38.76 1248 28.91 

11.15 89.13 36.33 976 18.23 

22.46 87.72 38.38 1845 36.77 

24.34 84.86 31.07 798 15.1 

33.21 83.79 39.44 1193 24.05 

4.78 90.57 31.26 903 20.25 

21.56 86 22.38 654 19.93 

14.09 80.86 21.49 956 14.72 

32.31 87.6 7.7 865 12.59 

11.18 89.71 41.01 930 21.49 

13.8 86.33 29.69 938 22.04 

25.34 81.56 31.3 1100 27.35 

20.84 81.45 34.59 1024 25.82 

39.6 64.9 38.47 1374 31.91 

 

计算得特征根与各因子的贡献见表17。 

表17  特征根与各因子的贡献 

特征值 3.2492 1.2145 0.2516 0.1841 0.1006 

贡献率 0.6498 0.2429 0.0503 0.0368 0.0201 
累积贡献率 0.6498 0.8927 0.9431 0.9799 1 

 

我们选择2个主因子。因子载荷等估计见表18。 

表18  因子分析表 

变量 因子载荷估计 旋转因子载荷估计 旋转后得分函数 

 
1F  2F  1FQT

 2FQT
 因子1 因子2 

共同度 

1 

2 

3 

4 

5 

-0.7606

0.5690

0.8918

0.8707

0.8908

0.5532 

-0.7666 

0.2537 

0.3462 

0.3696 

-0.3532 

0.0777 

0.8912 

0.9221 

0.9515 

0.8716 

-0.9515 

-0.2561 

-0.1664 

-0.1571 

0.0421

-0.1850

0.3434

0.3781

0.3936

0.5104 

-0.6284 

0.0322 

0.1003 

0.1134 

0.8845 

0.9114 

0.8598 

0.8779 

0.9301 
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可解释方差 3.2492 1.2145 2.6806 1.7831  

 

    在这个例子中我们得到了两个因子，第一个因子是社会经济发展水平因子，第二个

因子是计划生育因子。有了因子得分值后，则可以利用因子得分为变量，进行其它的统

计分析。 

计算的Matlab程序如下： 

clc,clear 

load sy.txt   %把原始数据保存在纯文本文件sy.txt中 

sy=zscore(sy); %数据标准化 

r=cov(sy);  %求标准化数据的协方差阵，即求相关系数矩阵 

[vec,val,con]=pcacov(r)  %进行主成分分析的相关计算 

num=input('请选择主因子的个数：');  %交互式选择主因子的个数 

f1=repmat(sign(sum(vec)),size(vec,1),1); 

vec=vec.*f1;     %特征向量正负号转换 

f2=repmat(sqrt(val)',size(vec,1),1);  

a=vec.*f2   %求初等载荷矩阵 

am=a(:,1:num);  %提出num个主因子的载荷矩阵 

%如果指标变量多，选取的主因子个数少，可以直接使用factoran进行因子分析 

%但直接使用factoran的计算结果与spss等统计软件的结果不一致 

%使用rotatefactors的计算结果与统计软件的计算结果一致 

[b,t]=rotatefactors(am,'method', 'varimax') %旋转变换,b为旋转后的载荷阵 

bt=[b,a(:,num+1:end)];   %旋转后全部因子的载荷矩阵 

degree=sum(b.^2,2)     %计算共同度 

contr=sum(bt.^2)       %计算因子贡献 

rate=contr(1:num)/sum(contr) %计算因子贡献率 

coef=inv(r)*b          %计算得分函数的系数 

%下面我们直接使用factoran进行因子分析,经验证认为Matlab的factoran命令 

%有bug,以后不要使用该命令 

[lamda,psi,T,stats,F]=factoran(sy,num,'rotate','non') 

[lamda,psi,T,stats,F]=factoran(sy,num,'rotate','varimax') 

 

 6.6  主成分分析法与因子分析法数学模型的异同比较 
 1．相同点 
 在以下几方面是相同的：指标的标准化，相关系数矩阵及其特征值和特征向量，用

累计贡献率确定主成分、因子个数m ，单个主成分与综合主成分的分析评价、单因子

与综合因子的分析评价步骤。 
 2．不同点 
 不同之处见表 19。 

表 19  主成分分析与因子分析法的不同点 
主成分分析数学模型 因子分析的一种数学模型 

1 1 2 2

, 1, 2, ,
i i i pi p

T
i

F a x a x a x

a x i m

= + +

= =

L

L
 

1 1 2 2j j j jm m jx b F b F b F ε= + + + +L  

1, 2, ,j p= L  

1 2( ) ( , , , )ij p m mA a a a a×= = L ， iii aRa λ= 因子载荷矩阵 ˆ( )ij p mB b BC×= = ， B̂ =  
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R 为相关系数矩阵， ,i iaλ 是相应的特征值和单位

特征向量， 1 2 0pλ λ λ≥ ≥ ≥ ≥L  
1 1( , , )m ma aλ λL 为初等因子载荷矩阵

（ ,i iaλ 同左），C 为正交旋转矩阵 
TA A I= （ A 为正交矩阵） TB B I≠ （ B 为非正交阵） 

用 A 的第 i 列绝对值大的对应变量对 iF 命名 
将 B 的第 j 列绝对值大的对应变量归为 jF  

一类并由此对 jF 命名 

1 2, , mλ λ λL 互不相同时， ija 唯一 相关系数
i jX F ijr b= 不是唯一的 

协方差 cov( , )i j i ijF F λδ= ，
0,
1,ij

i j
i j

δ
≠⎧

= ⎨ =⎩
 协方差 cov( , )i j ijF F δ= ，

0,
1,ij

i j
i j

δ
≠⎧

= ⎨ =⎩
 

iλ （特征值）为主成分 iF 的方差 2

1
( )

p

i ki i
k

v b λ
=

= ≠∑ 为因子 iF 对 x 的贡献 

主成分 jF 是由 x 确定的 因子 iF 是不可观测的 

主成分函数 1 2( , , , )T T
mF F F A x=L  因子得分函数 BxRFFF m

1
21 ),,,( −=L  

主成分 iF 中 x 的系数平方和
2

1
1

p

ki
k

a
=

=∑ ， 

无特殊因子 

2 2 2 2

1
1

m

ji j j j
i

b hσ σ
=

+ = + =∑ ，
2
jh 称为共同

度，
2
jσ 称为特殊方差 

综合主成分函数：

1
( / )

m

i i
i

F p Fλ
=

=∑ ， 

其中

1

m

i
i

p λ
=

=∑  

综合因子得分函数：

1
( / )

m

i i
i

F v p F
=

=∑ ， 

其中

1

m

i
i

p v
=

= ∑  

 
 
§7  判别分析 

判别分析（discriminant analysis）是根据所研究的个体的观测指标来推断该个体所

属类型的一种统计方法，在自然科学和社会科学的研究中经常会碰到这种统计问题。例

如在地质找矿中我们要根据某异常点的地质结构、化探和物探的各项指标来判断该异常

点属于哪一种矿化类型；医生要根据某人的各项化验指标的结果来判断该人属于什么病

症；调查了某地区的土地生产率、劳动生产率、人均收入、费用水平、农村工业比重等

指标，来确定该地区属于哪一种经济类型地区等等。该方法起源于 1921 年 Pearson 的

种族相似系数法，1936 年 Fisher 提出线性判别函数，并形成把一个样本归类到两个总

体之一的判别法。 
判别问题用统计的语言来表达，就是已有q 个总体 1 2, , , qX X XL ，它们的分布函

数分别为 1 2( ), ( ), ( )qF x F x F xL ，每个 ( )iF x 都是 p 维函数。对于给定的样本 X ，要判

断它来自哪一个总体？当然，应该要求判别准则在某种意义下是最优的，例如错判的概

率最小或错判的损失最小等。我们仅介绍最基本的几种判别方法，即距离判别，Bayes
判别和 Fisher 判别。 

7.1  距离判别 
距离判别是简单、直观的一种判别方法，该方法适用于连续性随机变量的判别类，
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对变量的概率分布没有什么限制。 
1．Mahalanobis 距离的概念 
通常我们定义的距离是 Euclid 距离（简称欧氏距离）。但在统计分析与计算中，

Euclid 距离就不适用了，看一下下面的例子（见图 6）。 

 
         图 7  不同均值、方差的正态分布 

为简单起见，考虑一维 1p = 的情况。设 )1,0(~ NX ，
2~ (4,2 )Y N 。从图 7 上

来看，A点距 X 的均值 1 0μ = 较近，距Y 的均值 2 4μ = 较远。但从概率角度来分析问

题，情况并非如此。经计算，A点的 x 值为 1.66，也就是说，A点距 1 0μ = 是 11.66σ ，

而 A点距 2 4μ = 却只有 217.1 σ ，因此，应该认为 A点距 2μ 更近一点。 
定义 2  设 ,x y 是从均值为μ ，协方差为Σ的总体 A中抽取的样本，则总体 A内

两点 x 与 y 的 Mahalanobis 距离（简称马氏距离）定义为 

  1( , ) ( ) ( )Td x y x y x y−= − Σ −   
定义样本 x 与总体 A的 Mahalanobis 距离为 

  1( , ) ( ) ( )Td x A x xμ μ−= − Σ −                                  
 2．距离判别的判别准则和判别函数 
 在这里讨论两个总体的距离判别，分协方差相同和协方差不同两种进行讨论。 
 设总体 A和 B 的均值向量分别为 1μ 和 2μ ，协方差阵分别为 1Σ 和 2Σ ，今给一个样

本 x ，要判断 x 来自哪一个总体。 
 首先考虑协方差相同，即 
   1 2μ μ≠ ， 1 2Σ = Σ = Σ  

要判断 x 来自哪一个总体，需要计算 x 到总体 A和 B Mahalanobis 距离 ( , )d x A 和

( , )d x B ，然后进行比较，若 ( , ) ( , )d x A d x B≤ ，则判定 x 属于 A；否则判定 x 来自 B 。

由此得到如下判别准则： 

 
, ( , ) ( , )
, ( , ) ( , )

A d x A d x B
x

B d x A d x B
≤⎧

∈⎨ >⎩
  

现在引进判别函数的表达式，考察
2 ( , )d x A 与

2 ( , )d x B 之间的关系，有 

 2 2 1 1
2 2 1 1( , ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( )T Td x B d x A x x x xμ μ μ μ− −− = − Σ − − − Σ −  

   1
1 22( ) ( )Tx μ μ μ−= − Σ −  

其中 1 2

2
μ μμ +

= 是两个总体的均值。 
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 令 
  1

1 2( ) ( ) ( )Tw x x μ μ μ−= − Σ −                                      （51） 
称 ( )w x 为两总体距离的判别函数，因此判别准则变为 

  
, ( ) 0
, ( ) 0

A w x
x

B w x
≥⎧

∈⎨ <⎩
 

 在实际计算中，总体的均值与协方差阵是未知的，因此总体的均值与协方差需要用

样本的均值与协方差来代替，设
1

(1) (1) (1)
1 2, , , nx x xL 是来自总体 A 的 1n 个样本点， 

2

(2) (2) (2)
1 2, , , nx x xL 是来自总体 B 的 2n 个样本点，则样本的均值与协方差为 

  ( ) ( )

1

1ˆ
in

i i
i j

ji

x x
n

μ
=

= = ∑ ， 1,2j =                                    （52） 

  
2

( ) ( ) ( ) ( )
1 2

1 11 2 1 2

1 1ˆ ( )( ) ( )
2 2

in
i i i i T

j j
i j

x x x x S S
n n n n= =

Σ = − − = +
+ − + −∑∑    （53） 

其中 

  ( ) ( ) ( ) ( )

1

( )( )
in

i i i i T
i j j

j

S x x x x
=

= − −∑ ， 1,2i =  

对于待测样本 x ，其判别函数定义为 
  1 (1) (2)ˆˆ ( ) ( ) ( )Tw x x x x x−= − Σ − ， 
其中 

  
(1) (2)

2
x xx +

=  

其判别准则为 

  
ˆ, ( ) 0
ˆ, ( ) 0

A w x
x

B w x
≥⎧

∈⎨ <⎩
 

 再考虑协方差不同的情况，即 
  1 2μ μ≠ ， 1 2Σ ≠ Σ  
对于样本 x ，在方差不同的情况下，判别函数为 
  1 1

2 2 2 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )T Tw x x x x xμ μ μ μ− −= − Σ − − − Σ −  
 与前面讨论的情况相同，在实际计算中总体的均值与协方差是未知的，同样需要用

样本的均值与协方差来代替。因此，对于待测样本 x ，判别函数定义为 
  (2) 1 (2) (1) 1 (1)

2 1
ˆ ˆˆ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T Tw x x x x x x x x x− −= − Σ − − − Σ −  

其中 

  ( ) ( ) ( ) ( )

1

1 1ˆ ( )( )
1 1

in
i i i i T

i j j i
ji i

x x x x S
n n=

Σ = − − =
− −∑ ， 1,2i = 。 

 7.2  Fisher 判别 
 Fisher 判别的基本思想是投影，即将表面上不易分类的数据通过投影到某个方向

上，使得投影类与类之间得以分离的一种判别方法。 
 仅考虑两总体的情况，设两个 p 维总体为 1 2,X X ，且都有二阶矩存在。Fisher 的
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判别思想是变换多元观测 x 到一元观测 y ，使得由总体 1 2,X X 产生的 y 尽可能的分离

开来。 
 设在 p 维的情况下， x 的线性组合

Ty a x= ，其中 a 为 p 维实向量。设 1 2,X X 的

均值向量分别为 1 2,μ μ （均为 p 维），且有公共的协方差矩阵Σ（ 0Σ > ）。那么线性组

合
Ty a x= 的均值为 

  
1 1 1( | ) T

y E y x X aμ μ= ∈ =  

  
2 2 2( | ) T

y E y x X aμ μ= ∈ =  

其方差为 
  2 Var( ) T

y y a aσ = = Σ  

考虑比 

  1 2

2 2 2
1 2

2

( ) [ ( )] ( )T T
y y

T T
y

a a
a a a a

μ μ μ μ δ
σ
− −

= =
Σ Σ

                           （54） 

其中 1 2δ μ μ= − 为两总体均值向量差，根据 Fisher 的思想，我们要选择a 使得（54）
式达到最大。 
 定理 1  x 为 p 维随机变量，设

Ty a x= ，当选取
1a c δ−= Σ ， 0c ≠ 为常数时，（54）

式达到最大。 
 特别当 1c = 时，线性函数 
  1

1 2( )T Ty a x xμ μ −= = − Σ  
称为 Fisher 线性判别函数。令 

  
1 2

1
1 2 1 2 1 2

1 1 1( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

T T T
y yK a aμ μ μ μ μ μ μ μ−= + = + = − Σ +  

 定理 2  利用上面的记号，取
1

1 2( )T Ta μ μ −= − Σ ，则有 

   0
1

>− Kyμ ， 0
2

<− Kyμ  

 由定理 2 我们得到如下的 Fisher 判别规则： 

  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<Σ−∈

≥Σ−∈
−

−

KxxXx

KxxXx
T

T

1
212

1
211

)(,

)(,

μμ

μμ

使得当

使得当
 

 定义判别函数 

  )())(
2
1()()( 21

1
21

1
21 μμμμμμ −Σ+−=−Σ−= −− TT xKxxW         （55） 

则判别规则可改写成 

  
⎩
⎨
⎧

<∈
≥∈

0)(,
0)(,

2

1

xWxXx
xWxXx

使得当

使得当
 

 当总体的参数未知时，我们用样本对 21,μμ 及Σ进行估计，注意到这里的 Fisher
判别与距离判别一样不需要知道总体的分布类型，但两总体的均值向量必须有显著的差

异才行，否则判别无意义。 
 7.3  Bayes 判别 
 Bayes 判别和 Bayes 估计的思想方法是一样的，即假定对研究的对象已经有一定的
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认识，这种认识常用先验概率来描述，当我们取得一个样本后，就可以用样本来修正已

有的先验概率分布，得出后验概率分布，再通过后验概率分布进行各种统计推断。 
 1．误判概率与误判损失 
 设有两个总体 1X 和 2X ，根据某一个判别规则，将实际上为 1X 的个体判为 2X 或

者将实际上为 2X 的个体判为 1X 的概率就是误判概率，一个好的判别规则应该使误判

概率最小。除此之外还有一个误判损失问题或者说误判产生的花费（cost）问题，如把

1X 的个体误判到 2X 的损失比 2X 的个体误判到 1X 严重得多，则人们在作前一种判断

时就要特别谨慎。譬如在药品检验中把有毒的样品判为无毒后果比无毒样品判为有毒严

重得多，因此一个好的判别规则还必须使误判损失最小。 
 为了说明问题，我们仍以两个总体的情况来讨论。设所考虑的两个总体： 1X 与 2X
分别具有密度函数 )(1 xf 与 )(2 xf ，其中 x 为 p 维向量。记Ω为 x 的所有可能观测值的

全体，称它为样本空间， 1R 为根据我们的规则要判为 1X 的那些 x 的全体，而

12 RR −Ω= 是要判为 2X 的那些 x 的全体。显然 1R 与 2R 互斥完备。某样本实际是来自

1X ，但被判为 2X 的概率为 

  dxxfXRxPP
R
∫∫=∈= )()|()1|2( 112

2

L  

来自 2X ，但被判为 1X 的概率为 

  dxxfXRxPP
R
∫∫=∈= )()|()2|1( 221

1

L  

 类似地，来自 1X 被判为 1X 的概率，来自 2X 被判为 2X 的概率分别为 

  dxxfXRxPP
R
∫∫=∈= )()|()1|1( 111

1

L  

  dxxfXRxPP
R
∫∫=∈= )()|()2|2( 222

2

L  

又设 21, pp 分别表示总体 1X 和 2X 的先验概率，且 121 =+ pp ，于是 

 1111111 )1|1()()|(),()( pPXPXRxPXXPXP ⋅=⋅∈== 被判为来自正确地判为  

 2221121 )2|1()()|(),()( pPXPXRxPXXPXP ⋅=⋅∈== 被判为来自误判到  

类似地有 

  22 )2|2()( pPXP ⋅=正确地判为  

  12 )1|2()( pPXP ⋅=误判到  

设 )2|1(L 表示来自 2X 误判为 1X 引起的损失， )1|2(L 表示来自 1X 误判为 2X 引

起的损失，并规定 0)2|2()1|1( == LL 。 
将上述的误判概率与误判损失结合起来，定义平均误判损失（expected cost of 

misclassification，简记为 ECM）如下： 
ECM 2121 )2|1()2|1()1|2()1|2(),( pPLpPLRR += ，                   （56） 

一个合理的判别规则应使 ECM 达到极小。 
 2．两总体的 Bayes 判别 
 由上面叙述知道，我们要选择样本空间Ω的一个划分： 1R 和 12 RR −Ω= 使得平

均损失（56）式达到极小。 
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 定理 3  极小化平均损失（56）的区域 1R 和 2R 为 
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⋅= 时，即 x 为边界点，它可归入 1R ， 2R 的任何一个，为了方

便就将它归入 1R ）。 
 由上述定理，我们得到两总体的 Bayes 判别准则： 
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        （57） 

应用此准则时仅仅需要计算： 
 1）新样本点

T
pxxxx ),,,( 002010 L= 的密度函数比 )(/)( 0201 xfxf ； 

 2）损失比 )1|2(/)2|1( LL ； 
 3）先验概率比 12 / pp 。 
 损失和先验概率以比值的形式出现是很重要的，因为确定两种损失的比值（或两总

体的先验概率的比值）往往比确定损失本身（或先验概率本身）来得容易。下面列举（57）
的三种特殊情况： 
 1）当 1/ 12 =pp  
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         （58） 

 2）当 1)1|2(/)2|1( =LL 时 
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                （59） 

 3） 1)1|2(/)2|1(/ 21 == LLpp 时 
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              （60） 

 对于具体问题，如果先验概率或者其比值都难以确定，此时就利用规则（58），同
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样如误判损失或者其比值都是难以确定，此时就利用规则（59），如果上述两者都难以

确定则利用规则（60），最后这种情况是一种无可奈何的办法，当然判别也变得很简单：

若 )()( 21 xfxf ≥ ，则判 1Xx∈ ，否则判 2Xx∈ 。 
 我们将上述的两总体 Bayes 判别应用于正态总体 ),(~ iipi NX Σμ （ 2,1=i ），分

两种情况讨论。 
 1） Σ=Σ=Σ 21 ，（ 0>Σ ），此时 iX 的密度为 

  )}()(
2
1exp{||)2()( 12/12/

i
T

i
p

i xxxf μμπ −Σ−−Σ= −−−              （61） 

 定理 4  设总体 ),(~ Σipi NX μ （ 2,1=i ），其中 0>Σ ，则使平均误判损失极小

的划分为 
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                                           （62） 

其中 

  )()](
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1[)( 21

1
21 μμμμ −Σ+−= −TxxW                             （63） 

  
1
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)1|2(
)2|1(ln

pL
pL
⋅
⋅

=β                                               （64） 

 不难发现（63）式的 )(xW 与 Fisher 判别和马氏距离判别的线性判别函数（55），（51）
是一致的。判别规则也只是判别限不一样。 
 如果总体的 21,μμ 和Σ未知，用式（52）和（53），算出总体样本的 21 ˆ,ˆ μμ 和 Σ̂，

来代替 21,μμ 和Σ，得到的判别函数 

  )ˆˆ(ˆ)]ˆˆ(
2
1[)( 21

1
21 μμμμ −Σ+−= −TxxW                            （65） 

称为 Anderson 线性判别函数，判别的规则为 
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                                    （66） 

其中 β 由（64）所决定。 
这里应该指出，总体参数用其估计来代替，所得到的规则，仅仅只是最优（在平

均误判损失达到极小的意义下）规则的一个估计，这时对于一个具体问题来讲，我们并

没有把握说所得到的规则能够使平均误判损失达到最小，但当样本的容量充分大时，估

计 Σ̂,ˆ,ˆ 21 μμ 分别和 Σ,, 21 μμ 很接近，因此我们有理由认为“样本”判别规则的性质会

很好。 
2） 21 Σ≠Σ （ 01 >Σ ， 02 >Σ ） 
由于误判损失极小化的划分依赖于密度函数之比 )(/)( 21 xfxf 或等价于它的对数

))(/)(ln( 21 xfxf ，把协方差矩阵不等的两个多元正态密度代入这个比后，包含
2/1

iΣ

（ 2,1=i ）的因子不能消去，而且 )(xfi 的指数部分也不能组合成简单表达式，因此，

对于 21 Σ≠Σ 时，由定理 3 可得判别区域： 
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其中 
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显然，判别函数 )(xW 是关于 x 的二次函数，它比 21 Σ=Σ 时的情况复杂得多。如果

)2,1(, =Σ iiiμ 未知，仍可采用其估计来代替。 

 例 14  表 20 是某气象站预报有无春旱的实际资料， 1x 与 2x 都是综合预报因子（气

象含义从略），有春旱的是 6 个年份的资料，无春旱的是 8 个年份的资料，它们的先验

概率分别用 14/6 和 14/8 来估计，并设误判损失相等，试建立 Anderson 线性判别函数。 

表 20  某气象站有无春旱的资料 
序   号 1        2        3        4        5        6        7        8 

1x  24.8     24.1      26.6     23.5      25.5     27.4 

2x  -2.0     -2.4      -3.0      -1.9      -2.1      -3.1 

 
春 
旱 

)( 21, xxW  3.0156   2.8796   10.0929   -0.0322   4.8098   12.0960 

1x  22.1     21.6      22.0     22.8      22.7    21.5      22.1      21.4 

2x  -0.7     -1.4      -0.8      -1.6      -1.5     -1.0      -1.2      -1.3 

 
无 
春 
旱 )( 21, xxW  -6.9371  -5.6602   -6.8144   -2.4897   -3.0303  -7.1958   -5.2789   -6.4097 
 

由表 20 的数据计算得 
 T)2.4167   25.3167,(ˆ1 −=μ ，

T)1.1875   22.0250,(ˆ2 −=μ  

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=Σ

0.1748    0.3109
0.3109      1.0819ˆ ， 288.0ln

1

2 ==
p
pβ  

将上述计算结果代入 Anderson 线性判别函数得 
  4331.553165.30893.2),()( 2121 −−== xxxxWxW  
判别限为 0.288，将表 20 的数据代入 )(xW ，计算的结果填在表 20 中 ),( 21 xxW 相应的

栏目中，错判的只有一个，即春旱中的第 4 号，与历史资料的拟合率达 93％。 
 计算的 MATLAB 程序如下： 
clc,clear 

a=[24.8   24.1   26.6  23.5   25.5  27.4 

-2.0  -2.4   -3.0   -1.9   -2.1   -3.1]'; 

b=[22.1  21.6   22.0  22.8   22.7  21.5   22.1   21.4 

-0.7  -1.4   -0.8  -1.6   -1.5  -1.0  -1.2  -1.3]'; 

n1=6;n2=8; 

mu1=mean(a);mu2=mean(b); %计算两个总体样本的均值向量,注意得到的是行向量 

sig1=cov(a);sig2=cov(b); %计算两个总体样本的协方差矩阵 

sig=((n1-1)*sig1+(n2-1)*sig2)/(n1+n2-2) %计算两总体公共协方差阵的估计 
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beta=log(8/6) 

syms x1 x2 

x=[x1 x2];   

wx=(x-0.5*(mu1+mu2))*inv(sig)*(mu1-mu2)';  %构造判别函数 

wx=vpa(wx,6)  %显示判别函数 

ahat=subs(wx,{x1,x2},{a(:,1),a(:,2)})'  %计算总体1样本的判别函数值 

bhat=subs(wx,{x1,x2},{b(:,1),b(:,2)})'  %计算总体2样本的判别函数值 

sol1=(ahat>beta),  sol2=(bhat<beta)   %回代，计算误判 

 

 下面我们编写 21 Σ≠Σ 情形下的 MATLAB 程序： 
clc,clear 

p1=6/14;p2=8/14; 

a=[24.8   24.1   26.6  23.5   25.5  27.4 

-2.0  -2.4   -3.0   -1.9   -2.1   -3.1]'; 

b=[22.1  21.6   22.0  22.8   22.7  21.5   22.1   21.4 

-0.7  -1.4   -0.8  -1.6   -1.5  -1.0  -1.2  -1.3]'; 

n1=6;n2=8; 

mu1=mean(a);mu2=mean(b); %计算两个总体样本的均值向量,注意得到的是行向量 

cov1=cov(a);cov2=cov(b);  %计算两个总体样本的协方差矩阵 

k=log(p2/p1)+0.5*log(det(cov1)/det(cov2))+... 

    0.5*(mu1*inv(cov1)*mu1'-mu2*inv(cov2)*mu2')  %计算 K 值 

syms x1 x2 

x=[x1 x2]; 

wx=-0.5*x*(inv(cov1)-inv(cov2))*x.'+(mu1*inv(cov1)-mu2*inv(cov2))*x.'; 

wx=vpa(wx,6);   

wx=simple(wx)   %化简并显示判别函数 

ahat=subs(wx,{x1,x2},{a(:,1),a(:,2)})'  %计算总体 1 样本的判别函数值 

bhat=subs(wx,{x1,x2},{b(:,1),b(:,2)})'  %计算总体 2 样本的判别函数值 

sol1=(ahat>=k),sol2=(bhat<k)  %回代，计算误判 

分类正确率为 100％。 

 

或者我们直接利用 Matlab 工具箱中的分类函数 classify 进行分类，程序如下： 

clc,clear 

p1=6/14;p2=8/14; 

a=[24.8   24.1   26.6  23.5   25.5  27.4 

-2.0  -2.4   -3.0   -1.9   -2.1   -3.1]'; 

b=[22.1  21.6   22.0  22.8   22.7  21.5   22.1   21.4 

-0.7  -1.4   -0.8  -1.6   -1.5  -1.0  -1.2  -1.3]'; 

n1=6;n2=8; 

train=[a;b];  %train 为已知样本 

group=[ones(n1,1);2*ones(n2,1)]; %已知样本类别标识 

prior=[p1; p2]; %已知样本的先验概率 

sample=train; %sample 一般为未知样本，这里是准备回代检验误判 

[x1,y1]=classify(sample,train,group,'linear',prior) %线性分类 
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[x2,y2]=classify(sample,train,group,'quadratic',prior) %二次分类 

%函数 classify 的第二个返回值为误判率 

 

7.4  应用举例 

例 15  某种产品的生产厂家有 12 家，其中 7 家的产品受消费者欢迎，属于畅销品，

定义为 1 类；5 家的产品不大受消费者欢迎，属于滞销品，定义为 2 类。将 12 家的产

品的式样，包装和耐久性进行了评估后，得分资料见表 21。 

表 21  生产厂家的数据 

厂家 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 

式样 9 7 8 8 9 8 7 4 3 6 2 1 6 

包装 8 6 7 5 9 9 5 4 6 3 4 2 4 

耐久性 7 6 8 5 3 7 6 4 6 3 5 2 5 

类别 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 待判 

 

今有 3 家新的厂家，得分分别为（6，4，5），（8，1，3），（2，4，5），试对 3 个

新厂家进行分类。 

利用如下的 MATLAB 程序： 

clc,clear 

train=[9    7   8   8   9   8   7   4   3   6   2   1 

8   6   7   5   9   9   5   4   6   3   4   2 

7   6   8   5   3   7   6   4   6   3   5   2]'; 

sample=[6 4 5; 8 1 3; 2 4 5]; 

group=[ones(7,1);2*ones(5,1)];  %已知样本的分类 

[x1,y1]=classify(sample,train,group,'mahalanobis') %马氏距离分类 

[x2,y2]=classify(sample,train,group,'linear') %线性分类 

[x3,y3]=classify(sample,train,group,'quadratic') %二次分类 

%函数classify的第二个返回值为误判率 

    求得利用马氏距离、线性分类和二次分类方法都把厂家1，2分在第1类，厂家3分在

第2类。 

 

§8  典型相关分析（Canonical correlation analysis） 
 8.1  典型相关分析的基本思想 
 通常情况下，为了研究两组变量 
  ),,,( 21 pxxx L ， ),,,( 21 qyyy L  

的相关关系，可以用最原始的方法，分别计算两组变量之间的全部相关系数，一共有 pq
个简单相关系数，这样又繁琐又不能抓住问题的本质。如果能够采用类似于主成分的思

想，分别找出两组变量的各自的某个线性组合，讨论线性组合之间的相关关系，则更简

捷。 
 首先分别在每组变量中找出第一对线性组合，使其具有最大相关性， 

  
⎪⎩

⎪
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+++=
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qq

pp

ybybybv

xaxaxau

12211111

12211111

L

L
 

 然后再在每组变量中找出第二对线性组合，使其分别与本组内的第一线性组合不相

关，第二对本身具有次大的相关性。 
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2u 与 1u 、 2v 与 1v 不相关，但 2u 和 2v 相关。如此继续下去，直至进行到 r 步，两组变量

的相关性被提取完为止，可以得到 r 组变量，这里 ),min( qpr ≤ 。 
 8.2  典型相关的数学描述 
 研究两组随机变量之间的相关关系，可用复相关系数（也称全相关系数）。1936 年

Hotelling 将简单相关系数推广到多个随机变量与多个随机变量之间的相关关系的讨论

中，提出了典型相关分析。 
实际问题中，需要考虑两组变量之间的相关关系的问题很多，例如，考虑几种主要

产品的价格（作为第一组变量）和相应这些产品的销售量（作为第二组变量）之间的相

关关系；考虑投资性变量（如劳动者人数、货物周转量、生产建设投资等）与国民收入

变量（如工农业国民收入、运输业国民收入、建筑业国民收入等）之间的相关关系等等。  

复相关系数描述两组随机变量 ),,,( 21 pxxxX L= 与 ),,,( 21 pyyyY L= 之间的相

关程度。其思想是先将每一组随机变量作线性组合，成为两个随机变量： 

 ∑
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                            （70） 

再研究 u 与 v 的相关系数。由于 vu, 与投影向量 ba, 有关，所以 uvr 与 ba, 有关，

),( barr uvuv = 。我们取在 1=Σ aa XX
T

和 1=Σ bb YY
T

的条件下使 uvr 达到最大的 ba, 作为

投影向量，这样得到的相关系数为复相关系数： 
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=                                     （71） 

将两组变量的协方差矩阵分块得：  
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此时 
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因此问题转化为在 1=Σ aa XX
T

和 1=Σ bb YY
T

的条件下求 ba XY
TΣ 的极大值。  

根据条件极值的求法引入lagrange乘数，可将问题转化为求 

 )1(
2

)1(
2

),( −Σ−−Σ−Σ= bbaababaS YY
T

XX
T

XY
T γλ

                （74） 

的极大值，其中 γλ, 是Lagrange乘数。  

由极值的必要条件得方程组：  
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将上二式分别左乘
Ta 与

Tb ，则得 
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注意
T
YXXY Σ=Σ ，所以 

     ba XY
TΣ== γλ                                （77） 

代入方程组（75）得： 

   
⎩
⎨
⎧

=Σ−Σ
=Σ−Σ

0
0

ba
ab

YYYX

XXXY

λ
λ

                                         （78） 

以
1−ΣYY 左乘（78）第二式得 ab YXYYΣΣ= −1λ ，所以 

   ab YXYYΣΣ= −11
λ

 

代入（78）第一式得： 

   0)( 21 =Σ−ΣΣΣ − aXXYXYYXY λ                                   （79） 

同理可得 

   0)( 21 =Σ−ΣΣΣ − bYYXYXXYX λ                                   （80） 

记 

  YXYYXYXXM ΣΣΣΣ= −− 11
1 ， 1 1

2 YY YX XX XYM − −= Σ Σ Σ Σ                    （81） 

则得 

  aaM 2
1 λ= ， bbM 2

2 λ=                                         （82） 

说明
2λ 既是 1M 又是 2M 的特征根， ba, 就是其相应于 1M 和 2M 的特征向量。 1M 和

2M 的特征根非负，均在0和1之间，非零特征根的个数等于 ),min( qp ，不妨设为q 。  

设 aaM 2
1 λ= 的特征根排序为

22
2

2
1 qλλλ ≥≥≥ L ，其余 qp − 个特征根为0，我们

称 qλλλ ,,, 21 L 为典型相关系数。相应从 aaM 2
1 λ= 解出的特征向量为 qaaa ,,, 21 L ，

从 bbM 2
2 λ= 解出的特征向量为 qbbb ,,, 21 L ，从而可得q 对线性组合： 

  Xau T
ii = ， Ybv T

ii = ， qi ,,2,1 L=                           （83） 

称每一对变量为典型变量。求典型相关系数和典型变量归结为求 1M 和 2M 的特征根和

特征向量。  

还可以证明，当 ji ≠ 时， 

  0),(Cov),(Cov =Σ== jXX
T
i

T
j

T
iji aaXaXauu                  （84） 

  0),(Cov),(Cov =Σ== jYY
T
i

T
j

T
iji bbYbYbvv                    （85） 

表示一切典型变量都是不相关的，并且其方差为1， 

    ijjiji uuEuu δ== )(),(Cov                               （86） 

    ijjiji vvEvv δ== )(),(Cov                                （87） 

其中 

    
⎩
⎨
⎧

≠
=

=
ji
ji

ij ,0
,1

δ                                         （88） 
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X 与Y 的同一对典型变量 iu 和 iv 之间的相关系数为 iλ ，不同对的典型变量 iu 和 jv
（ ji ≠ ）之间不相关，也就是说协方差为0，即 

⎩
⎨
⎧

≠

=
==

ji

ji
vuEvuCov i

jiji ,0

,
)(),(

λ
                          （89） 

当总体的均值向量μ 和协差阵Σ未知时，无法求总体的典型相关系数和典型变量，

因而需要给出样本的典型相关系数和典型变量。  

设 )()1( ,, nXX L 和 )()1( ,, nYY L 为来自总体容量为 n 的样本，这时协方差阵的无偏估

计为 

  
T

i

n

i
iXX XXXX

n
)()(

1
1ˆ

)(
1

)( −−
−

=Σ ∑
=

                        （90） 

  
T

i

n

i
iYY YYYY

n
)()(

1
1ˆ

)(
1

)( −−
−

=Σ ∑
=

                            （91） 

  
T

i

n

i
i

T
YXXY YYXX

n
)()(

1
1ˆˆ

)(
1

)( −−
−

=Σ=Σ ∑
=

             （92） 

其中 ∑
=

=
n

i
iX

n
X

1
)(

1
, ∑

=

=
n

i
iY

n
Y

1
)(

1
，用 Σ̂代替Σ并按（81）和（82）求出 iλ̂ 和 ba ˆ,ˆ ，

称 iλ̂ 为样本典型相关系数，称 ˆ ˆT
i iu a X= ， ˆˆ T

i iv b Y= ，（ qi ,,1L= ）为样本的典型变

量。  

计算时也可从样本的相关系数矩阵出发求样本的典型相关系数和典型变量，将相关

系数矩阵 R 取代协方差阵，计算过程是一样的。 

如果复相关系数中的一个变量是一维的，那么也可以称为偏相关系数。偏相关系数

是描述一个随机变量 y 与多个随机变量（一组随机变量）
T

pxxxX ),,,( 21 L= 之间的

关系。其思想是先将那一组随机变量作线性组合，成为一个随机变量： 

∑
=

==
p

i
ii

T xcXcu
1

                                          （93） 

再研究 y 与u 的相关系数。由于u 与投影向量 c 有关，所以 yur 与 c 有关， )(crr yuyu = 。

我们取在 1=Σ cc XX
T

的条件下使 yur 达到最大的 c 作为投影向量得到的相关系数为偏相

关系数： 

    )(max
1

crr yu
cc

yu
XX

T =Σ
=                                      （94） 

其余推导与计算过程与复相关系数类似。 

8.3  原始变量与典型变量之间的相关性 

（1）原始变量与典型变量之间的相关系数 

设原始变量相关系数矩阵 

  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

2221

1211

RR
RR

R  

X 典型变量系数矩阵 
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⎥
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r

r

rpr
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L
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L
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21 ][  

Y 典型变量系数矩阵 

  

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
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qrqq

r

r

rqr

bbb

bbb
bbb

bbbB

L

MMM

L

L

L

21

22212

11211

21 ][  

则有 

  ∑∑
==

==
p

k
kikj

p

k
kkjiji xxaxaxux

11

),cov(),cov(),cov(  

ix 与 ju 的相关系数 

  ∑
=

=
p

k
ikikjji xDxxaux

1

)(/),cov(),(ρ  

同理可计算得 

  ∑
=

=
q

k
ikikjji xDyxbvx

1
)(/),cov(),(ρ  

  ∑
=

=
p

k
ikikjji yDxyauy

1

)(/),cov(),(ρ  

  ∑
=

=
q

k
ikikjji yDyybvy

1

)(/),cov(),(ρ  

（2）各组原始变量被典型变量所解释的方差 

X 组原始变量被 iu 解释的方差比例 

  pxum
p

k
kiui

/),(
1

2∑
=

= ρ , 

X 组原始变量被 iv 解释的方差比例 

  pxvm
p

k
kivi

/),(
1

2∑
=

= ρ  

Y 组原始变量被 iu 解释的方差比例 

  qyun
q

k
kiui

/),(
1

2∑
=

= ρ  

Y 组原始变量被 iv 解释的方差比例 

  qyvn
q

k
kivi

/),(
1

2∑
=

= ρ  
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 8.4  典型相关系数的检验 
 在实际应用中，总体的协方差矩阵常常是未知的，类似于其他的统计分析方法，需

要从总体中抽出一个样本，根据样本对总体的协方差或相关系数矩阵进行估计，然后利

用估计得到的协方差或相关系数矩阵进行分析。由于估计中抽样误差的存在，所以估计

以后还需要进行有关的假设检验。 
 1．计算样本的协方差阵 
 假设有 X 组和Y 组变量，样本容量为 n ，观测值矩阵为 

  

⎥
⎥
⎥
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对应的标准化数据矩阵为 
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样本的协方差 

  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

ΣΣ
ΣΣ

=
−

=Σ
YYYX

XYXXT ZZ
n ˆˆ

ˆˆ
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1ˆ  

 2．整体检验（ 0:0 =Σ XYH ； 0:1 ≠ΣXYH ） 

  0: 210 ==== rH λλλ L ，（ ),min( qpr = ） 

  :1H ),,2,1( rii L=λ 中至少有一非零 
 检验的统计量为 

   
YYXX ΣΣ

Σ
=Λ

ˆˆ

ˆ
1  

经计算得 

  ∏
=

−− −=ΣΣΣΣ−=Λ
p

i
iYXYYXYXXpI

1

211
1 )1(ˆˆˆˆ λ  

 若 1Λ 小，则支持 1H 。 
 在原假设为真的情况下，检验的统计量 

  11 ln)1(
2
11 Λ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ++−−−= qpnQ  

近似服从自由度为 pq 的
2χ 分布。在给定的显著水平α 下，如果 )(2

1 pqQ αχ≥ ，则拒
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绝原假设，认为至少第一对典型变量之间的相关性显著。 
3．部分总体典型相关系数为零的检验 

  0: 320 ==== rH λλλ L ； :1H rλλλ ,,, 32 L 至少有一非零 

 若原假设 0H 被接受，则认为只有第一对典型变量是有用的；若原假设 0H 被拒绝，

则认为第二对典型变量也是有用的，并进一步检验假设 
  0: 430 ==== rH λλλ L ； :1H rλλλ ,,, 43 L 至少有一非零 
如此进行下去，直至对某个 k  
  0: 10 ==== + rkkH λλλ L ； :1H rkk λλλ ,,, 1 L+ 至少有一非零 

检验的统计量 

∏
=

−=Λ
r

ki
ik )1( 2λ ， kqpknQ Λ++−−−= ln)]1(

2
1[  

近似服从自由度为 )1)(1( +−+− kqkp 的
2χ 分布。在给定的显著水平α 下，如果

))1)(1((2 +−+−≥ kqkpQ αχ ，则拒绝原假设，认为至少第 k 对典型变量之间的相关

性显著。 
 

8.5 典型相关分析案例 
8.5.1  职业满意度典型相关分析 

 某调查公司从一个大型零售公司随机调查了 784 人，测量了 5 个职业特性指标和 7
个职业满意变量，有关的变量见表 22。讨论两组指标之间是否相联系。 

表 22  指标变量表 

X 组 
−1x 用户反馈，  −2x 任务重要性，    −3x 任务多样性， −4x 任务特殊性 

−5x 自主性 

Y 组 
−1y 主管满意度， −2y 事业前景满意度， −3y 财政满意度， −4y 工作强度满意度 

−5y 公司地位满意度， −6y 工作满意度， −7y 总体满意度 

 
 相关系数矩阵数据见表 23。 

表 23  相关系数矩阵数据 

 1x  2x  3x  4x  5x  1y  2y  3y  4y  5y  6y  7y  

1x  1.00 0.49 0.53 0.49 0.51 0.33 0.32 0.20 0.19 0.30 0.37 0.21 

2x  0.49 1.00 0.57 0.46 0.53 0.30 0.21 0.16 0.08 0.27 0.35 0.20 

3x  0.53 0.57 1.00 0.48 0.57 0.31 0.23 0.14 0.07 0.24 0.37 0.18 

4x  0.49 0.46 0.48 1.00 0.57 0.24 0.22 0.12 0.19 0.21 0.29 0.16 

5x  0.51 0.53 0.57 0.57 1.00 0.38 0.32 0.17 0.23 0.32 0.36 0.27 

1y  0.33 0.30 0.31 0.24 0.38 1.00 0.43 0.27 0.24 0.34 0.37 0.40 

2y  0.32 0.21 0.23 0.22 0.32 0.43 1.00 0.33 0.26 0.54 0.32 0.58 

3y  0.20 0.16 0.14 0.12 0.17 0.27 0.33 1.00 0.25 0.46 0.29 0.45 

4y  0.19 0.08 0.07 0.19 0.23 0.24 0.26 0.25 1.00 0.28 0.30 0.27 

5y  0.30 0.27 0.24 0.21 0.32 0.34 0.54 0.46 0.28 1.00 0.35 0.59 
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6y  0.37 0.35 0.37 0.29 0.36 0.37 0.32 0.29 0.30 0.35 1.00 0.31 

7y  0.21 0.20 0.18 0.16 0.27 0.40 0.58 0.45 0.27 0.59 0.31 1.00 
 

一些计算结果的数据见下面的表格。 
 

表 24  X 组的典型变量 

 1u  2u  3u  4u  5u  

1x  0.421704 -0.34285 0.857665 -0.78841 0.030843 

2x  0.195106 0.668299 -0.44343 -0.26913 0.983229 

3x  0.167613 0.853156 0.259213 0.468757 -0.91414 

4x  -0.02289 -0.35607 0.423106 1.042324 0.524367 

5x  0.459656 -0.72872 -0.97991 -0.16817 -0.43924 
 

表 25  原始变量与本组典型变量之间的相关系数 

 1u  2u  3u  4u  5u  

1x  0.829349 -0.10934 0.48534 -0.24687 0.061056 

2x  0.730368 0.436584 -0.20014 0.002084 0.485692 

3x  0.753343 0.466088 0.105568 0.301958 -0.33603 

4x  0.615952 -0.22251 0.205263 0.661353 0.302609 

5x  0.860623 -0.26604 -0.38859 0.148424 -0.12457 

 
1v  2v  3v  4v  5v  

1y  0.756411 0.044607 0.339474 0.129367 -0.33702 

2y  0.643884 0.358163 -0.17172 0.352983 -0.33353 

3y  0.387242 0.037277 -0.17673 0.53477 0.414847 

4y  0.377162 0.791935 -0.00536 -0.28865 0.334077 

5y  0.653234 0.108391 0.209182 0.437648 0.434613 

6y  0.803986 -0.2416 -0.23477 -0.40522 0.196419 

7y  0.502422 0.162848 0.4933 0.188958 0.067761 
 

表 26  原始变量与对应组典型变量之间的相关系数 

 1v  2v  3v  4v  5v  

1x  0.459216 0.025848 -0.05785 0.017831 0.003497 

2x  0.404409 -0.10321 0.023854 -0.00015 0.027816 

3x  0.417131 -0.11019 -0.01258 -0.02181 -0.01924 

4x  0.341056 0.052602 -0.02446 -0.04777 0.01733 

5x  0.476532 0.062893 0.046315 -0.01072 -0.00713 

 
1u  2u  3u  4u  5u  
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1y  0.41883 -0.01055 -0.04046 -0.00934 -0.0193 

2y  0.356523 -0.08467 0.020466 -0.0255 -0.0191 

3y  0.214418 -0.00881 0.021064 -0.03863 0.023758 

4y  0.208837 -0.18722 0.000639 0.020849 0.019133 

5y  0.3617 -0.02562 -0.02493 -0.03161 0.02489 

6y  0.445172 0.057116 0.027981 0.029268 0.011249 

7y  0.278194 -0.0385 -0.05879 -0.01365 0.003881 
 

 
表27  典型相关系数 

1 2 3 4 5 
0.5537 0.2364 0.1192 0.0722 0.0573 

 
可以看出，所有五个表示职业特性的变量与 1u 有大致相同的相关系数， 1u 视为形

容职业特性的指标。第一对典型变量的第二个成员 1v 与 6521 ,,, yyyy 有较大的相关系

数，说明 1v 主要代表了主管满意度，事业前景满意度，公司地位满意度和工种满意度。

而 1u 和 1v 之间的相关系数0.5537。 

1u 和 1v 解释的本组原始变量的比率： 
 5818.0

1
=um ， 3721.0

1
=vn  

X 组的原始变量被 1u 到 5u 解释了100％，Y 组的原始变量被 1v 到 5v 解释了80.3％。 
    计算的MATLAB程序如下： 
clc,clear 
load r.txt  %原始的相关系数矩阵保存在纯文本文件r.txt中 
n1=5;n2=7;num=min(n1,n2); 
s1=r(1:n1,1:n1);  %提出X与X的相关系数 
s12=r(1:n1,n1+1:end); %提出X与Y的相关系数 
s21=s12'; %提出Y与X的相关系数 
s2=r(n1+1:end,n1+1:end); %提出Y与Y的相关系数 
m1=inv(s1)*s12*inv(s2)*s21; %计算矩阵M1，式（81） 
m2=inv(s2)*s21*inv(s1)*s12; %计算矩阵M2，式（81） 
[vec1,val1]=eig(m1); %求M1的特征向量和特征值 
for i=1:n1 
    vec1(:,i)=vec1(:,i)/sqrt(vec1(:,i)'*s1*vec1(:,i)); %特征向量归一化，满足a's1a=1 
    vec1(:,i)=vec1(:,i)/sign(sum(vec1(:,i))); %特征向量乘以1或－1，保证所有分量和为正 
end 
val1=sqrt(diag(val1));    %计算特征值的平方根 
[val1,ind1]=sort(val1,'descend');  %按照从大到小排列 
a=vec1(:,ind1(1:num))    %取出X组的系数阵 
dcoef1=val1(1:num)    %提出典型相关系数 
flag=1; %把计算结果写到Excel中的行计数变量 
xlswrite('bk.xls',a,'Sheet1','A1')   %把计算结果写到Excel文件中去 
flag=n1+2; str=char(['A',int2str(flag)]); %str为Excel中写数据的起始位置 
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xlswrite('bk.xls',dcoef1','Sheet1',str) 
[vec2,val2]=eig(m2);   
for i=1:n2 
    vec2(:,i)=vec2(:,i)/sqrt(vec2(:,i)'*s2*vec2(:,i)); %特征向量归一化，满足b's2b=1 
    vec2(:,i)=vec2(:,i)/sign(sum(vec2(:,i))); %特征向量乘以1或－1，保证所有分量和为正 
end 
val2=sqrt(diag(val2));    %计算特征值的平方根 
[val2,ind2]=sort(val2,'descend');  %按照从大到小排列 
b=vec2(:,ind2(1:num))    %取出Y组的系数阵 
dcoef2=val2(1:num)    %提出典型相关系数 
flag=flag+2; str=char(['A',int2str(flag)]); %str为Excel中写数据的起始位置 
xlswrite('bk.xls',b,'Sheet1',str) 
flag=flag+n2+1; str=char(['A',int2str(flag)]); %str为Excel中写数据的起始位置 
xlswrite('bk.xls',dcoef2','Sheet1',str) 
x_u_r=s1*a     %x,u的相关系数 
y_v_r=s2*b     %y,v的相关系数 
x_v_r=s12*b    %x,v的相关系数 
y_u_r=s21*a    %y,u的相关系数 
flag=flag+2; str=char(['A',int2str(flag)]);  
xlswrite('bk.xls',x_u_r,'Sheet1',str) 
flag=flag+n1+1; str=char(['A',int2str(flag)]); 
xlswrite('bk.xls',y_v_r,'Sheet1',str) 
flag=flag+n2+1; str=char(['A',int2str(flag)]); 
xlswrite('bk.xls',x_v_r,'Sheet1',str) 
flag=flag+n1+1; str=char(['A',int2str(flag)]); 
xlswrite('bk.xls',y_u_r,'Sheet1',str) 
mu=sum(x_u_r.^2)/n1   %x组原始变量被u_i解释的方差比例 
mv=sum(x_v_r.^2)/n1   %x组原始变量被v_i解释的方差比例 
nu=sum(y_u_r.^2)/n2   %y组原始变量被u_i解释的方差比例 
nv=sum(y_v_r.^2)/n2   %y组原始变量被v_i解释的方差比例 
fprintf('X组的原始变量被u1~u%d解释的比例为%f\n',num,sum(mu)); 
fprintf('Y组的原始变量被v1~v%d解释的比例为%f\n',num,sum(nv)); 
 

8.5.2  中国城市竞争力与基础设施的典型相关分析 
 1．导言 

随着经济全球化和我国加入 WTO，作为区域中心的城市在区域经济发展中的作用

越来越重要，城市间的竞争也愈演愈烈，许多有识之士甚至断言，21 世纪，国家之间、

区域之间、国际企业之间的竞争将突出地表现为城市层面上的竞争。因此，为了应对新

的经济社会环境，积极探索影响城市竞争力的因素，研究提高城市综合实力的方法，充

分发挥其集聚与扩散作用，以进一步带动整个区域经济建设，已成为一项重要的战略课

题，城市竞争力研究已受到学术界的高度重视。钟卫东和张伟（2002）分析了城市竞争

力评价中存在的问题，应用综合指数修正法构建城市竞争力的三级评价指标体系，并提

出了纵横因子评价法；徐康宁（2002）提出建立测度城市竞争力指标体系的四个原则和

三级指标共确定了 69 个具体指标；沈正平、马晓冬、戴先杰和翟仁祥（2002）构建了

测度城市竞争力的指标体系，并用因子分析、聚类分析等方法对新亚欧大陆桥经济带

25 个样本城市的竞争力进行了评价；倪鹏飞(2002)提出城市竞争力与基础设施竞争力假
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说，并运用主成分分析和模糊曲线分析法进行了分析检验；此外，郝寿义、成起宏(1999)、
上海社会科学院(2001)、唐礼智(2001)和宁越敏(2002)等都对城市竞争力问题作了探索。

但通过查阅上述文献发现，现有成果在城市竞争力评价方法上尚存在一些缺陷和不足，

有许多问题需要进一步探讨。下面将典型相关分析方法引入到城市竞争力评价问题中，

对城市竞争力与城市基础设施的相关性进行实证分析，并据此提出了相应的政策建议。 
2．典型相关分析法的基本思想 
统计分析中，我们用简单相关系数反映两个变量之间的线性相关关系。1936 年

Hotelling 将线性相关性推广到两组变量的讨论中，提出了典型相关分析方法。它的基本

思想是仿照主成分分析法中把多变量与多变量之间的相关化为两个变量之间相关的做

法，首先在每组变量内部找出具有最大相关性的一对线性组合，然后再在每组变量内找

出第二对线性组合，使其本身具有最大的相关性，并分别与第一对线性组合不相关。如

此下去，直到两组变量内各变量之间的相关性被提取完毕为止。有了这些最大相关的线

性组合，则讨论两组变量之间的相关，就转化为研究这些线性组合的最大相关，从而减

少了研究变量的个数。典型相关分析的过程如下： 
假设有两组随机变量

T
pxxX ),,( 1 L= ，

T
qyyY ),,( 1 L= ，Z 为 p q+ 维总体的 n

次标准化观测数据阵： 

11 1 11 1

21 2 21 2

1 1

p q

p q

n np n nq

x x y y
x x y y

Z

x x y y

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

L L

L L

M M M M

L L

 

第一步，计算相关系数阵 R ，并将 R 剖分为
11 12

21 22

R R
R

R R
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ，其中 11R ， 22R 分

别为第一组变量和第二组变量的相关系数阵， 12 21
TR R= 为第一组与第二组变量的相关

系数阵。 
第二步，求典型相关系数及典型变量。首先求

1 1
1 11 12 22 21M R R R R− −= 的特征根

2
iλ ，

特征向量 ia ；
1 1

2 22 21 11 12M R R R R− −= 的特征根
2
jλ ，特征向量 jb ，则典型变量为 

1 1 1 1 2 2 2 2, ; , ; ; , ( min( , ))T T T T T T
t t t tu a X v b Y u a X v b Y u a X v b Y t p q= = = = = = ≤L  

记
T

tuuuU ),,,( 21 L= ，
T

tvvvV ),,,( 21 L= 。 

第三步，典型相关系数 iλ 的显著性检验。 

第四步，典型结构与典型冗余分析。 
典型结构指原始变量与典型变量之间的相关系数阵 ),( UXR ， ),( VXR ，

),( UYR ， ),( VYR ，据此可以计算任一个典型变量 ku 或 kv 解释本组变量 X (或Y )总

变差的百分比 ( ; )d kR X u （或 ( ; )d kR Y v ）。同时可求得前 t 个典型变量 tuu ,,1 L (或

tvv ,,1 L ) 解 释 本 组 变 量 X ( 或 Y ) 总 变 差 的 累 计 百 分 比 1( ; , , )d tR X u uL 或

1( ; , , )d tR Y v vL 。 
典型冗余分析用来研究典型变量解释另一组变量总变差百分比的问题。第二组典

型变量 kv 解释第一组变量 X 总变差的百分比 ( ; )d kR X v （或第一组中典型变量解释的

变差被第二组中典型变量重复解释的百分比）简称为第一组典型变量的冗余测度；第一
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组典型变量 ku 解释第二组变量Y 总变差的百分比 ( ; )d kR Y u （或第二组中典型变量解释

的变差被第一组中典型变量重复解释的百分比）简称为第二组典型变量的冗余测度。冗

余测度的大小表示这对典型变量能够对另一组变差相互解释的程度大小。 
3．城市竞争力与基础设施关系的典型相关分析 
（1）城市竞争力指标与基础设施指标 
城市竞争力主要取决于产业经济效益、对外开放程度、基础设施、市民素质、政

府管理及环境质量等因素。城市基础设施是以物质形态为特征的城市基础结构系统，是

指城市可利用的各种设施及质量，包括交通、通讯、能源动力系统，住房储备，文、卫、

科教机构和设施等。基础设施是城市经济、社会活动的基本载体，它的规模、类型、水

平直接影响着城市产业的发展和价值体系的形成，因此，基础设施竞争力是城市竞争力

的重要组成部分，对提高城市竞争力非常重要。 
我们选取了从不同的角度表现城市竞争力的四个关键性指标，构建了城市竞争力指

标体系：市场占有率、GDP 增长率、劳动生产率和居民人均收入。城市基础设施指标

体系主要包含六个指标：对外设施指数（由城市货运量和客运量指标综合构成），对内

基本设施指数（由城市能源、交通、道路、住房等具体指标综合而成），每百人拥有电

话机数，技术性设施指数（是城市现代交通、通讯、信息设施的综合指数，由港口个数、

机场等级、高速公路、高速铁路、地铁个数、光缆线路数等加权综合构成），文化设施

指数（由公共藏书量、文化馆数量、影剧院数量等指标加权综合构成），卫生设施指数

（由医院个数、万人医院床位数综合构成）。 
我们选取了 20 个最具有代表性的城市，城市名称和竞争力、基础设施各项指标数

据如表 28、表 29。 

表 28  城市竞争力表现要素得分 

城市 
劳动生 
产率 y1 

市场占有

率 y2 

居民人均

收入 y3 

长期经济 
增长率 y4 

城市 
劳动生 
产率 y1 

市场占

有率 y2

居民人均 
收入 y3 

长期经济

增长率 y4

上海 45623.05 2.5 8439 16.27 青岛 33334.62 0.63 6222 11.63 
深圳 52256.67 1.3 18579 21.5 武汉 24633.27 0.59 5573 16.39 
广州 46551.87 1.13 10445 11.92 温州 39258.78 -0.69 9034 22.43 
北京 28146.76 1.38 7813 15 福州 38201.47 -0.34 7083 18.53 
厦门 38670.43 0.12 8980 26.71 重庆 16524.32 0.44 5323 12.22 
天津 26316.96 1.37 6609 11.07 成都 31855.63 -0.02 6019 11.88 
大连 45330.53 0.56 6070 12.4 宁波 22528.8 -0.16 9069 15.7 
杭州 45853.89 0.28 7896 13.93 石家庄 21831.94 -0.15 5497 13.56 
南京 35964.64 0.74 6497 8.97 西安 19966.36 -0.15 5344 12.43 
珠海 55832.61 -0.12 13149 9.22 哈尔滨 19225.71 -0.16 4233 10.16 

数据来源：倪鹏飞等：《城市竞争力蓝皮书：中国城市竞争力报告 NO.1》，北京，社会科学出版

社 2003 年版。 

表 29  城市基础设施构成要素得分 

城市 
对外设

施指数

x1 

对内设

施指数

x2 

每百人

电话数

x3 

技术设

施指数

x4 

文化设

施指数

x5 

卫生设

施指数

x6 

城市

对外设

施指数

x1 

对内设

施指数

x2 

每百人

电话数

x3 

技术设

施指数

x4 

文化设

施指数

x5 

卫生设

施指数

x6 
上海 1.03 0.42 50 2.15 1.23 1.64 青岛 0.01 -0.14 24 0.37 -0.4 -0.49
深圳 1.34 0.13 131 0.33 -0.27 -0.64 武汉 0.02 -0.47 28 0.03 0.15 0.26
广州 1.07 0.4 48 1.31 0.49 0.09 温州 -0.47 0.03 45 -0.76 -0.46 -0.75
北京 -0.43 0.19 20 0.87 3.57 1.8 福州 -0.45 -0.2 34 -0.45 -0.34 -0.52
厦门 -0.53 0.25 32 -0.09 -0.33 -0.84 重庆 0.72 -0.83 13 0.05 -0.09 0.56
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天津 -0.11 0.07 27 0.68 -0.12 0.87 成都 0.37 -0.54 21 -0.11 -0.24 -0.02
大连 0.35 0.06 31 0.28 -0.3 -0.16 宁波 0.01 0.38 40 -0.17 -0.4 -0.71
杭州 -0.5 0.27 38 -0.78 -0.12 1.61 石家庄 -0.81 -0.49 22 -0.38 -0.21 -0.59
南京 0.31 0.25 43 0.49 -0.09 -0.06 西安 -0.24 -0.91 18 -0.05 -0.27 0.61
珠海 -0.28 0.84 37 -0.79 -0.49 -0.98 哈尔滨 -0.53 -0.77 27 -0.45 -0.18 1.08

数据来源：倪鹏飞等：《城市竞争力蓝皮书：中国城市竞争力报告 NO.1》，北京，社会科学出版

社 2003 年版。 

（2）城市竞争力与基础设施的典型相关分析 
将上述经过整理的指标数据利用 MATLAB 软件的 CANONCORR 函数进行处理，

得出如下结果。 
① 典型相关系数及其检验 
典型相关系数及其检验如表 30 所示 

表 30  典型相关系数 
序号 1 2 3 4 

典型相关系数 0.9601 0.9499 0.6470 0.3571 

由上表可知，前两个典型相关系数均较高，表明相应典型变量之间密切相关。但

要确定典型变量相关性的显著程度，尚需进行相关系数的
2χ 统计量检验，具体做法是：

比较统计量
2χ 计算值与临界值的大小，据比较结果判定典型变量相关性的显著程度。

其结果如表 31 所示。 

表 31  相关系数检验表 
序号 自由度 χ2计算值 χ2临界值(显著水平 0.05)

1 24 74.9775 3.7608e-007 
2 
3 
4 

15 
8 
3 

40.8284 
9.2942 
2.0579 

3.3963e-004 
0.3181 
0.5605 

注：表中的 e-007 表示
710−
。 

从上表看这 4 对典型变量均通过了
2χ 统计量检验，表明相应典型变量之间相关关

系显著，能够用城市基础设施变量组来解释城市竞争力变量组。 

② 典型相关模型 

鉴于原始变量的计量单位不同，不宜直接比较，本文采用标准化的典型系数，给出

典型相关模型，如下表 32 所示： 
表 32  典型相关模型 

1 

*
6

*
5

*
4

*
3

*
2

*
11 1419.01149.03372.04913.03423.01535.0 xxxxxxu +++++=

*
4

*
3

*
2

*
11 0285.0427.07185.01395.0 yyyyv +++=  

2 

*
6

*
5

*
4

*
3

*
2

*
12 3856.02429.0869.03953.02637.02134.0 xxxxxxu +−+−−−=

*
4

*
3

*
2

*
12 0059.0772.07361.01322.0 yyyyv ++−=  

 
由表 32 第一组典型相关方程可知，基础设施方面的主要因素是 432 ,, xxx （典型系

数分别为 0.3423，0.4913，0.3372），说明基础设施中影响城市竞争力的主要因素是对内

设施指数（ 2x ）、每百人电话数（ 3x ）和技术设施指数（ 4x ）；城市竞争力的第一典型
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变量 1v 与 2y 呈高度相关，说明在城市竞争力中，市场占有率（ 2y ）占有主要地位。根

据第二组典型相关方程， 4x （技术设施指数）是基础设施方面的主要因素，而居民人

均收入（ 3y ）（典型系数为 0.869），是反映城市竞争力的一个重要指标。由于第一组典

型变量占有信息量比重较大，所以总体上基础设施方面的主要因素按重要程度依次是

423 ,, xxx ，反映城市竞争力的主要指标是 32 , yy 。 
③ 典型结构 
结构分析是依据原始变量与典型变量之间的相关系数给出的，如表 33 所示。 

表 33 结构分析(相关系数) 
 u1 u2 v1 v2 

x1 0.7145 0.0945 0.686 -0.0897 

x2 0.6373 -0.3442 0.6119 0.327 

x3 0.7190 -0.5426 0.6903 0.5154 

x4 0.7232 0.6320 0.6944 -0.6004 

x5 0.4102 0.4688 0.3938 -0.4453 

x6 0.1968 0.7252 0.189 -0.6889 

 v1 v2 u1 u2 
y1 0.6292 0.4974 0.6041 -0.4725 

y2 0.8475 -0.5295 0.8137 0.503 

y3 0.6991 0.7024 0.6712 -0.6672 

y4 0.1693 0.3887 0.1625 -0.3693 

       

由表33知， 4321 ,,, xxxx 与“基础设施组”的第一典型变量 1u 均呈高度相关，说明对外

设施、对内设施、每白人电话数和技术设施在反映城市基础设施方面占有主导地位，其

中又以技术设施居于首位。 4x 与基础设施组的第二典型变量和竞争力组的第二典型变

量都呈高度相关。“竞争力组”的第一典型变量 1v 与 2y 的相关系数均比较高，体现了 2y
在反映城市竞争力中占有主导地位。 3y 与 1v 呈较高相关，与 2v 呈高相关，但 2v 凝聚的

信息量有限，因而 3y 在“竞争力”中的贡献低于 2y 。由于第一对典型变量之间的高度

相关，导致“基础设施组”中四个主要变量与“竞争力组”中的第一典型变量呈高度相

关；而“竞争力组”中的 2y 则与“影响组”的第一典型变量也呈高度相关。这种一致

性从数量上体现了“基础设施组”对“竞争力组”的本质影响作用，与指标的实际经济

联系非常吻合，说明典型相关分析结果具有较高的可信度。 
值得一提的是，与线性回归模型不同，相关系数与典型系数可以有不同的符号。如

基础设施方面的 2u 与 5x 相关系数为正值（0.4688），而典型系数却为负值（-0.2429）。

由于出现这种反号的情况，称 5x 为抑制变量(Suppressor)。由表33的相关系数还可以看

出，“影响组”的第一典型变量 1u 对 2y （市场占有率）有相当高的预测能力，相关系数

为0.8137，而对 4y （长期经济增长率）预测能力较差，相关系数仅为0.1625。 
④ 典型冗余分析与解释能力 
典型相关系数的平方的实际意义是一对典型变量之间的共享方差在两个典型变量

各自方差中的比例。 
典型冗余分析用来表示各典型变量对原始变量组整体的变差解释程度，分为组内变

差解释和组间变差解释，典型冗余分析的结果见表34和表35。  
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表34  被典型变量解释的 X 组原始变量的方差 

被本组的典型变量解释 被对方 Y 组典型变量解释 
 比例 累计比例 

典型相关 
系数平方  比例 累积比例 

u1 0.3606 0.3606 0.9218 v1 0.3324 0.3324 
u2 0.2612 0.6218 0.9024 v2 0.2357 0.5681 
u3 0.0631 0.6849 0.4186 v3 0.0264 0.5945 
u4 0.0795 0.7644 0.1275 v4 0.0101 0.6046 

 
表35  被典型变量解释的 Y 组原始变量的方差 

被本组的典型变量解释 被对方 X 组典型变量解释 
 比例 累计比例 

典型相关 
系数平方  比例 累积比例 

v1 0.4079 0.4079 0.9218 u1 0.3760 0.3760 
v2 0.2930 0.7009 0.9024 u2 0.2644 0.6404 
v3 0.1549 0.8558 0.4186 u3 0.0648 0.7053 
v4 0.1442 1.0000 0.1275 u4 0.0184 0.7237 

 
从上表 34 和表 35 可以看出，两对典型变量 21 uu、 和 21 vv、 均较好地预测了对应

的那组变量，而且交互解释能力也比较强。来自城市“竞争力组”的方差被“基础设施

组”典型变量 21 uu、 解释的比例和为 64.04%；来自“基础设施组”的方差被“竞争力

组”典型变量 21 vv、 解释的方差比例和为 56.81%。城市竞争力变量组被其自身及其对

立典型变量解释的百分比、基础设施变量组被其自身及其对立典型变量解释的百分比均

较高，尤其是第一对典型变量具有较高的解释百分比，反映两者之间较高的相关性。 
4．城市竞争力与基础设施关系的经济分析 
根据城市竞争力与基础设施关系的典型相关分析结果，城市竞争力与基础设施之

间的关系可从下列三个方面进行阐述： 
（1）市场占有率是决定城市竞争力水平的首要指标，每白人电话数、设施指数和

技术设施指数是影响城市竞争力的主要基础设施变量。 
市场占有率是企业竞争力大小的最直接表现，它反映一个城市的产品在全部城市

产品市场中的份额，反映了一个城市创造价值的相对规模。根据典型系数的大小可知，

影响市场占有率的最主要因素是每百人电话数。每百人电话数是城市现代交通、通讯、

信息设施的综合指数，由先进交通设施指标港口个数、机场等级、高速公路、高速铁路、

地铁个数、光缆线路数加权而成，是一个主客观结合指标，它代表了一个城市的物流和

信息流传播水平和扩散速度。第一典型变量显示，城市竞争力中的市场占有率与基础设

施关系最密切，影响一个城市市场占有率的基础设施因素主要是交通和信息设施，这也

是与信息时代的发展相一致的。因此，第一典型变量真实的反映了城市竞争力与基础设

施力之间的本质联系，它将市场占有率从竞争力中提取出来，强调了信息基础设施建设

对提升城市竞争力的重要性。 
（2）城市居民人均收入是反映城市竞争力的另外一个重要变量。 
城市居民人均收入和长期经济增长率综合反映了城市在域内和域外创造价值的状

况。城市居民人均收入是城市创造价值在其域内成员收益上的直接反映，而城市吸引、

占领、争夺、控制资源和市场创造价值的能力、潜力及持续性决定于 GDP 的长期增长，

即 GDP 增长率反映了城市价值扩展的速度和潜力。因此，居民人均收入可以综合反映

出一个城市吸引、控制资源和创造市场价值的能力和潜力。基础设施建设中的对内设施

指数通过城市能源、交通、道路、住房和卫生设施条件等影响并制约着城市吸引、利用

资源并创造价值的能力和水平。由于现在城市的竞争不再是自然资源的单一竞争，人才
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竞争已成为竞争的主要对象和核心，占有人才便控制了城市竞争的制高点，也就决定了

城市创造价值的能力和潜力。而城市能源是价值创造的基础，交通、道路、住房及卫生

设施等决定着城市利用资源和对人才的吸引力。因此，城市基础设施中的对内设施建设

对提升城市竞争力具有重要作用。第二对典型变量还说明，对外设施指数，对内设施指

数和每百人电话数与居民人均收入和长期经济增长率反方向增长，设施和电话方面的投

资在一定程度上影响了城市利用资源、创造价值的水平。因为设施和电话投资必然要占

用城市有限的人力、物力资源，短时期内会影响城市居民人均收入水平和 GDP 的增长。 
（3）劳动生产率在我国城市竞争力中的作用尚不明显。 
从以上典型分析结果可以得出，目前我国劳动生产率在城市竞争力中的重要作用

尚不明显，这可能源于两个原因：一是我国各城市的劳动生产率低，对城市竞争力的贡

献率不高；二是城市基础设施建设与劳动生产率之间的相关度不高。但相关研究成果显

示，中国目前的劳动生产率并不低，不能否认劳动生产率在城市竞争力中的作用（张金

昌，2002），如果这一结论成立，则对这一问题唯一的解释就是城市基础设施建设与劳

动生产率的关联度不高。 
    计算的 MATLAB 程序如下： 
clc,clear 
load x.txt   %原始的x组的数据保存在纯文本文件x.txt中 
load y.txt   %原始的y组的数据保存在纯文本文件y.txt中 
p=size(x,2);q=size(y,2); 
x=zscore(x);y=zscore(y);   %标准化数据 
n=size(x,1);  %观测数据的个数 
%下面做典型相关分析，a,b返回的是典型变量的系数，r返回的是典型相关系数 
%u,v返回的是典型变量的值，stats返回的是假设检验的一些统计量的值 
[a1,b1,r,u1,v1,stats]=canoncorr(x,y) 
%下面修正a,b每一列的正负号,使得a,b每一列的系数和为正 
%对应的，典型变量取值的正负号也要修正 
a=a1.*repmat(sign(sum(a1)),size(a1,1),1)  
b=b1.*repmat(sign(sum(b1)),size(b1,1),1) 
u=u1.*repmat(sign(sum(a1)),size(u1,1),1) 
v=v1.*repmat(sign(sum(b1)),size(v1,1),1) 
x_u_r=x'*u/(n-1)   %计算x,u的相关系数 
y_v_r=y'*v/(n-1)   %计算y,v的相关系数 
x_v_r=x'*v/(n-1)   %计算x,v的相关系数 
y_u_r=y'*u/(n-1)   %计算y,u的相关系数 
ux=sum(x_u_r.^2)/p   %x组原始变量被u_i解释的方差比例 
ux_cum=cumsum(ux)    %x组原始变量被u_i解释的方差累积比例 
vx=sum(x_v_r.^2)/p   %x组原始变量被v_i解释的方差比例 
vx_cum=cumsum(vx)    %x组原始变量被v_i解释的方差累积比例 
vy=sum(y_v_r.^2)/q   %y组原始变量被v_i解释的方差比例 
vy_cum=cumsum(vy)    %y组原始变量被v_i解释的方差累积比例 
uy=sum(y_u_r.^2)/q   %y组原始变量被u_i解释的方差比例 
uy_cum=cumsum(uy)    %y组原始变量被u_i解释的方差累积比例 
val=r.^2             %典型相关系数的平方，M1或M2矩阵的非零特征值 
 

§9  对应分析 
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    9.1  对应分析简介 

对应分析（correspondence analysis）是在R型和Q型因子分析基础上发展起

来的多元统计分析方法，又称为R-Q型因子分析。 

因子分析是用少数几个公共因子去提出研究对象的绝大部分信息，既减少了因子的

数目，又把握住了研究对象的相互关系。在因子分析中根据研究对象的不同，分为R型

和Q型，如果研究变量的相互关系时则采用R型因子分析；如果研究样品间相互关系时则

采用Q型因子分析。但无论是R型或Q型都未能很好地揭示变量和样品间的双重关系，另

一方面当样品容量n 很大（如 1000>n ），进行Q型因子分析时，计算 n 阶方阵的特征

值和特征向量对于微型计算机而言，其容量和速度都是难以胜任的，还有进行数据处理

时，为了将数量级相差很大的变量进行比较，常常先对变量作标准化处理，然而这种标

准化处理对样品就不好进行了，换言之，这种标准化处理对于变量和样品是非对等的，

这给寻找R型和Q型之间的联系带来一定的困难。 

针对上述问题，在20世纪70年代初，由法国统计学家Benzecri提出了对应分析方法，

这个方法是在因子分析的基础上发展起来的，它对原始数据采用适当的标度方法。把R

型和Q型分析结合起来，同时得到两方面的结果—在同一因子平面上对变量和样品一块

进行分类，从而揭示所研究的样品和变量间的内在联系。 

对应分析由R型因子分析的结果，可以很容易地得到Q型因子分析的结果，这不仅克

服样品量大时作Q型因子分析所带来计算上的困难，且把R型和Q型因子分析统一起来，

把样品点和变量点同时反映到相同的因子轴上，这就便于我们对研究的对象进行解释和

推断。 

基本思想：由于R型因子分析和Q型因子分析都是反映一个整体的不同侧面，因而它

们之间一定存在内在的联系。对应分析就是通过对应变换后的标准化矩阵Z 将两者有

机地结合起来。 

具体地说，首先给出变量间的协方差阵 ZZS T
R = 和样品间的协方差阵

T
Q ZZS = ，

由于 ZZ T
和

TZZ 有相同的非零特征值，记为 021 >≥≥≥ mλλλ L ，如果 RS 对应的标

准化特征向量为 iv ，则 QS 的特征值 iλ 对应的标准化特征向量 

  i
i

i Zvu
λ
1

=  

由此可以很方便地由R型因子分析而得到Q型因子分析的结果。 

由 RS 的特征值和特征向量即可写出R型因子分析的因子载荷矩阵（记为 RA ）和Q

型因子分析的因子载荷矩阵（记为 QA ）： 

 ),,( 11

2211

2222121

1212111

mm

mpmpp
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由于 RS 和 QS 具有相同的非零特征值，而这些特征值又正是各个公共因子的方差，

因此可以用相同的因子轴同时表示变量点和样品点，即把变量点和样品点同时反映在具

有相同坐标轴的因子平面上，以便对变量点和样品点一起考虑进行分类。 

 

    9.2  对应分析的原理 

    9.2.1  对应分析的数据变换方法 

设有 n 个样品，每个样品观测 p 个指标，原始数据阵为 
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为了消除量纲或数量级的差异，经常对变量进行标准化处理，如标准化变换，极差

标准化变换等，这些变换对变量和样品是不对称的。这种不对称性是导致变量和样品之

间关系复杂化的主要原因。在对应分析中，采用数据的变换方法即可克服这种不对称性

（假设所有数据 0>ijx ，否则对所有数据同加一适当常数，便会满足以上要求）。数

据变换方法的具体步骤如下： 

（1）化数据矩阵为规格化的“概率”矩阵 P ，令 

  pnijpX
T

P ×== )(1
                                         （95） 

其中 ∑∑
= =

=
n

i

p

j
ijxT

1 1
， ijij x

T
p 1

= （ ni ,,2,1 L= ， pj ,,2,1 L= ）。不难看出 10 ≤≤ ijp ，

且 1
1 1

=∑∑
= =

n

i

p

j
ijp 。因而 ijp 可理解为数据 ijx 出现的“概率”，并称 P 为对应阵。 

记 ∑
=

• =
n

i
ijj pp

1
可理解为第 j 个变量的边缘概率（ pj ,,2,1 L= ）； ∑

=
• =

p

j
iji pp

1
可

理解为第 i 个样品的边缘概率（ ni ,,2,1 L= ）。 

记 
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则 

  pPr 1= ， n
TPc 1=                                               （96） 
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其中
T

p )1,,1,1(1 L= 为元素全为1的 p 维常向量。 

（2）进行数据的对应变换，令 

  pnijzZ ×= )(  

其中 
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jiij
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jiij
ij xx

Txxx
pp

ppp
z

••
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•• −
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−
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/
（ ni ,,2,1 L= ； pj ,,2,1 L= ）          （97） 

其中 ∑
=

• =
p

j
iji xx

1
， ∑

=
• =

n

i
ijj xx

1
。 

（3）计算有关矩阵，记 

  ppij
T

R aZZS ×== )( ， nnij
T

Q bZZS ×== )(  

考虑R型因子分析时应用 RS ，考虑Q型因子分析时应用 QS 。 

如果把所研究的 p 个变量看成一个属性变量的 p 个类目；而把n 个样品看成另一

个属性变量的n 个类目，这时原始数据阵 X 就可以看成一张由观测得到的频数表或计

数表。首先由双向频数表 X 矩阵得到对应阵 P ： 

 )( ijpP = ， ijij x
T

p 1
= （ ni ,,2,1 L= ； pj ,,2,1 L= ） 

设 pn > ，且 pP =)(rank 。下面我们从代数学角度由对应阵 P 来导出数据对应变

换的公式： 

（i）对 P 中心化，令 

 Tmppppp ijijjiijij /~ −=−= ••  

其中 ji
ji

ij pTp
T
xx

m ••
•• == ，它是假定行和列两个属性变量不相关时在第 ),( ji 单元上

的期望频数值。 

 记 pnijpP ×= )~(~
，由（96）式可得 

  
TrcPP −=~
                                                   （98） 

因 0111~ =−=−= rrrcPP p
T

pp ，所以 1)~(rank −≤ pP 。令 

  ),,(diag 1 ••= nr ppD L ， ),,(diag 1 pc ppD ••= L  

这里 ),,(diag 1 •• npp L 表示对角线元素为 •• npp ,,1 L 的对角矩阵。 

（ii）对 P 标准化得Z ，令 

 pnijcr zDPDZ ×
−− == )(~ def

2/12/1
 

其中 
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故经对应变换后所得到的新数据矩阵Z ，可以看成是由对应阵 P 经中心化和标准化后

得到的矩阵。 

设用于检验行与列两个属性变量是否不相关的
2χ 统计量为 
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其中
2
ijχ 表示第 ),( ji 单元在检验行与列两个属性变量是否不相关时对总

2χ 统计量的贡

献 
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    9.2.2  对应分析的原理和依据 

将原始数据阵 X 变换为Z 矩阵后，记 ZZS T
R = 和

T
Q ZZS = 。 RS 和 QS 这两个矩

阵存在明显的简单的对应关系，而且将原始数据 ijx 变换为 ijz 后， ijz 关于 ji, 是对等的，

即 ijz 对变量和样品是对等的。 

为了进一步研究R型与Q型因子分析，我们利用矩阵代数的一些结论。 

引理1  设 ZZS T
R = ，

T
Q ZZS = ，则 RS 和 QS 的非零特征值相同。 

引理2  若v 是 ZZ T
相应于特征值λ的特征向量，则 Zvu = 是

TZZ 相应于特征值

λ的特征向量。 

定义3（矩阵的奇异值分解） 设Z 为 pn× 矩阵， 

  )1,1min()(rank −−≤= pnmZ ， 

ZZ T
的非零特征值为 021 >≥≥≥ mλλλ L ，令 iid λ= （ mi ,,2,1 L= ），则称 id

为Z 的奇异值。如果存在分解式 

    
TVUZ Λ=                                            （100） 

其中U 为 nn× 正交矩阵，V 为 pp× 正交矩阵， ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡Λ
=Λ

00
0m

，这里 ,(diag 1dm =Λ  

), mdL ，则称分解式 TVUZ Λ= 为矩阵Z 的奇异值分解。 

记 

 )( 21 UUU M= ， )( 21 VVV M= ， ),,(diag 1 mm dd L=Λ  

其中 1U 为 mn× 的列正交矩阵， 1V 为 mp× 的列正交矩阵，则奇异值分解式（100）等

价于 

    
T

mVUZ 11Λ=                                      （101） 

引理3  任意非零矩阵Z 的奇异值分解必存在。 
引理3的证明就是具体求出矩阵Z 的奇异值分解式（见参考文献[55]）。从证明中

可以看出：列正交矩阵 1V 的m 个列向量分别是 ZZ T
的非零特征值 mλλ ,,1 L 对应的特

征向量；而列正交矩阵 1U 的m 个列向量分别是
TZZ 的非零特征值 mλλ ,,1 L 对应的特

征向量，且
1

11
−Λ= mZVU 。 

矩阵代数的这几个结论为我们建立了因子分析中R型与Q型的关系。借助以上引理1

和引理2，我们从R型因子分析出发可以直接得到Q型因子分析的结果。 
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由于 RS 与 QS 有相同的非零特征值，而这些非零特征值又表示各个公共因子所提供

的方差，因此变量空间
pR 中的第一公共因子、第二公共因子、…、直到第m 个公共因

子，它们与样本空间
nR 中对应的各个公共因子在总方差中所占的百分比全部相同。 

从几何的意义上看，即
nR 中诸样品点与

nR 中各因子轴的距离平方和，以及
pR 中

诸变量点与
pR 中相对应的各因子轴的距离平方和是完全相同的。因此可以把变量点和

样品点同时反映在同一因子轴所确定的平面上（即取同一个坐标系），根据接近程度，

可以对变量点和样品点同时考虑进行分类。 

9.2.3  对应分析的计算步骤 

    对应分析的具体计算步骤如下： 

    （1）由原始数据阵 X 出发计算对应阵 P 和对应变换后的新数据阵Z ，计算公式

见（95）和（97）。 

（2）计算行轮廓分布（或行形象分布），记 

 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

==⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= −

×•×• T
n

T

r
pni

ij

pni

ij

R

R
PD

p
p

x
x

R M
1def

1
 

R 矩阵由 X 矩阵（或对应阵 P ）的每一行除以行和得到，其目的在于消除行点（即样

品点）出现“概率”不同的影响。 

记 },,1,{)( niRRN i L== ， )(RN 表示 n 个行形象组成的 p 维空间的点集，则点

集 )(RN 的重心（每个样品点以 •ip 为权重）为 
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由（96）式可知， c 是 p 个列向量的边缘分布。 

（3）计算列轮廓分布（或列形象分布），记 
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C 矩阵由 X 矩阵（或对应矩阵 P ）的每一列除以列和得到，其目的在于消除列点（即

变量点）出现“概率”不同的影响。 

（4）计算总惯量和
2χ 统计量，第 k 个与第 l 个样品间的加权平方距离（或称

2χ 距

离）为 
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我们把n 个样品点（即行点）到重心 c 的加权平方距离的总和定义为行形象点集 )(RN
的总惯量 
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其中
2χ 统计量是检验行点和列点是否互不相关的检验统计量，

2χ 的计算公式见（99）。 

（5）对标准化后的新数据阵Z 作奇异值分解，由（101）式知 

 
T

mVUZ 11Λ= ， )1,1min()(rank −−≤= pnZm  

其中 

  ),,(diag 1 mm dd L=Λ ， m
T IVV =11 ， m

T IUU =11  

（即 11,UV 分别为 mp× 和 mn× 列正交矩阵），求Z 的奇异值分解式其实是通过求

ZZS T
R = 矩阵的特征值和标准化特征向量得到。设特征值为 021 >≥≥≥ mλλλ L ，

相应标准化特征向量为 mvvv ,,, 21 L 。在实际应用中常按累积贡献率 
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确定所取公共因子个数 )( mll ≤ ，Z 的奇异值 jjd λ= （ mj ,,2,1 L= ）。以下我们

仍用m 表示选定的因子个数。 

（6）计算行轮廓的坐标G 和列轮廓的坐标 F 。令 ici vDa 2/1−= ，则 1=ic
T
i aDa

（ mi ,,2,1 L= ）。 R 型因子分析的“因子载荷矩阵”（或列轮廓坐标）为 

mcmm VDadadadF Λ== −
1

2/1
2211 ),,,( L     

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

•••

•••

•••

pm
p

m
p

p
p

p

m
m

m
m

v
p

dv
p
dv

p
d

v
p

dv
p

dv
p
d

v
p

dv
p

dv
p
d

L

MMM

L

L

2
2

1
1

2
2

22
2

2
21

2

1

1
1

12
1

2
11

1

1

 

其中
2/1−

cD 为 p 阶矩阵， 1V 为 mp× 矩阵。 

令 iri uDb 2/1−= ，则 1=ir
T
i bDb （ mi ,,2,1 L= ）。Q型因子分析的“因子载荷矩

阵”（或行轮廓坐标）为 

mrmm UDbdbdbdG Λ== −
1

2/1
2211 ),,,( L     



  -655-

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

•••

•••

•••

nm
n

m
n

n
n

n

m
m

m
m

u
p

du
p
du

p
d

u
p

du
p

du
p
d

u
p

du
p

du
p

d

L

MMM

L

L

2
2

1
1

2
2

22
2

2
21

2

1

1
1

12
1

2
11

1

1

 

其中
2/1−

rD 为 n 阶矩阵， 1U 为 mn× 矩阵。我们常把 ia 或 ib （ mi ,,2,1 L= ）称为加权

意义下有单位长度的特征向量。 

注意：行轮廓的坐标G 和列轮廓的坐标 F 的定义与Q型和R型因子载荷矩阵稍有差

别。G 的前两列包含了数据最优二维表示中的各对行点（样品点）的坐标，而 F 的前

两列则包含了数据最优二维表示中的各对列点（变量点）的坐标。 

（7）在相同二维平面上用行轮廓的坐标G 和列轮廓的坐标 F （取 2=m ）绘制出

点的平面图。也就是把n 个行点（样品点）和 p 个列点（变量点）在同一个平面坐标

系中绘制出来，对一组行点或一组列点，二维图中的欧氏距离与原始数据中各行（或列）

轮廓之间的加权距离是相对应的。但请注意，对应行轮廓的点与对应列轮廓的点之间没

有直接的距离关系。 

（8）求总惯量Q和
2χ 统计量的分解式。由（102）式可知 
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其中 iλ（ mi ,,2,1 L= ）是 ZZ T
的特征值， iid λ= （ mi ,,2,1 L= ）是Z 的奇异值。

（103）式就给出Q的分解式，第 i 个因子（ mi ,,2,1 L= ）轴末端的惯量
2
ii dQ = 。相

应的 

   ∑
=

==
m

i
idTTQ

1

22χ                                         （104） 

给出总
2χ 统计量的分解式。 

 （9）对样品点和变量点进行分类，并结合专业知识进行成因解释。 

 

    9.3  应用例子 

对应分析处理的数据可以是二维频数表（或称双向列联表），或者是两个或多个属

性变量的原始类目响应数据。 

对应分析是列联表的一类加权主成分分析，它用于寻求列联表的行和列之间联系的

低维图形表示法。每一行或每一列用单元频数确定的欧氏空间中的一个点表示。 

例16  表36的数据是美国在1973年到1978年间授予哲学博士学位的数目（美国人口

调查局，1979年）。试用对应分析方法分析该组数据。 

表36  美国于1973年到1978年间授予哲学博士学位的数目 

        年 

学科 
1973 1974 1975 1976 1977 1978 

L（生命科学） 4489 4303 4402 4350 4266 4361 
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P（物理学） 4101 3800 3749 3572 3410 3234 

S（社会学） 3354 3286 3344 3278 3137 3008 

B（行为科学） 2444 2587 2749 2878 2960 3049 

E（工程学） 3338 3144 2959 2791 2641 2432 

M（数学） 1222 1196 1149 1003 959 959 

 

解  如果把年度和学科作为两个属性变量，年度考虑1973年至1978年这6年的情况

（6个类目），学科也考虑6种学科，那么表36就是一张两个属性变量的列联表。 

利用Matlab对表36的数据进行对应分析，可得出行形象（或称行剖面）、惯量

（inertia）和
2χ （ChiSquare，有时中文用“卡方”）分解，以及行和列的坐标等。

计算结果见表37～表40。 

 
表37  行轮廓分布阵 R  

    1973 1974 1975 1976 1977 1978 

L（生命科学） 0.171526 0.164419 0.168201 0.166215 0.163005 0.166635 
P（物理学） 0.187551 0.173786 0.171453 0.163359 0.15595 0.147901 
S（社会学） 0.172824 0.16932 0.172309 0.168908 0.161643 0.154996 
B（行为科学） 0.146637 0.155217 0.164937 0.172677 0.177596 0.182936 
E（工程学） 0.192892 0.181682 0.170991 0.161283 0.152615 0.140537 
M（数学） 0.188348 0.18434 0.177096 0.154593 0.147811 0.147811 

 

表38  惯量和
2χ （卡方）分解 

奇异值 主惯量 卡方 贡献率 累积贡献率 

0.058451 0.003416 368.6531 0.960393 0.960393 

0.008608 7.41E-05 7.994719 0.020827 0.981221 

0.00694 4.82E-05 5.196983 0.013539 0.99476 

0.004143 1.72E-05 1.85184 0.004824 0.999584 

0.001217 1.48E-06 0.159738 0.000416 1 

 

总
2χ 统计量等于383.8563，该值是中心化的列联表（ P~ ）的全部5维中行和列之

间相关性的度量，它的最大维数5（或坐标轴）是行数和列数的最小值减1。即总
2χ 统

计量就是检验两个属性变量是否互不相关时的检验统计量，这里它的自由度为25。在总
2χ 或总惯量的96％以上可用第一维说明，也就是说，行和列的类目之间的联系实质上

可用一维表示。 
表39  行坐标 

    L(生命科学) P(物理学) S(社会学) B(行为科学) E(工程学) M(数学) 

第一维 0.0258 -0.0413 0.0014 0.1100 -0.0704 -0.0639 

第二维 0.0081 -0.0024 -0.0114 -0.0013 -0.0037 0.0228 

 

由表39可以看出，第一维显示6门学科（样品）授予博士学位数目的变化方向；同

时也可看出：在第一维中坐标最大的样品点（0.1100）所对应的学科是“行为科学”，



  -657-

该学科授予博士学位的数目是随年度的变化而上升的；“生命科学”和“社会科学”变

化不大；而另外三个学科授予博士学位的数目是随年度的变化而下降的。 

表40  列坐标 

    1973 1974 1975 1976 1977 1978 

第一维 -0.0840 -0.0509 -0.0148 0.0242 0.0512 0.0864 

第二维 0.0033 0.0029 0.0008 -0.0129 -0.0082 0.0143 

 

    由表40可以看出，第一维显示出6个年度（变量）授予博士学位的数目随年份的增

加而递增的变化方向。 
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                  图8  行点和列点的散布图 

图8给出了行、列坐标的散布图。从散布图可看出，由表示学科的行点沿纵轴—第

一维方向上的排列显示出，随年度变化授予的博士学位数目从最大（表示“表示行为科

学”的B）减少到最小（表示“工程学”的E）的学科排列次序。这副图给出了授予的博

士学位数目依赖于学科变化的变化率。 

由图8可看出，6个行点和6个列点可以分为三类：第一类包括“行为科学（B）”，

它在1978年授予的博士学位数目的比例最大；第二类包括“社会学（S）”和“生命科

学（L）”，它们在1975年至1977年授予的博士学位数目的比例都是随年度下降；第三

类包括“物理学（P）”、“工程学（E）”和“数学（M）”，它们在1973年和1974年

这两年授予的博士学位数目的比例最大。 

计算的Matlab程序如下： 

clc, clear 

%本例是一个特例，变量个数p等于样本点个数n 

%format long 

load x.txt   %原始文件保存在纯文本文件x.txt中 

T=sum(sum(x)); 

P=x/T;   %计算对应矩阵P 

r=sum(P,2), c=sum(P)  %计算边缘分布 

Row_prifile=x./repmat(sum(x,2),1,size(x,2))   %计算行轮廓分布阵 

Z=(P-r*c)./sqrt((r*c));   %计算标准化数据Z 

[u,s,v]= svd(Z,'econ')    %对标准化后的数据阵Z作奇异值分解 

w=sign(repmat(sum(v),size(v,1),1)) %修改特征向量的符号矩阵 
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%使得v中的每一个列向量的分量和大于0 

ub=u.*w  %修改特征向量的正负号 

vb=v.*w  %修改特征向量的正负号 

lamda=diag(s).^2   %计算Z'*Z的特征值 

ksi2square=T*(lamda)  %计算卡方统计量的分解 

T_ksi2square=sum(ksi2square) %计算总卡方统计量 

con_rate=lamda/sum(lamda)  %计算贡献率 

cum_rate=cumsum(con_rate)  %计算累积贡献率 

B=diag(r.^(-1/2))*ub;  %求加权特征向量 

G=B*s   %求行轮廓坐标 

A=diag(c.^(-1/2))*vb;   %求加权特征向量 

F=A*s   %求列轮廓坐标F 

num=size(G,1);   

rang=minmax(G(:,[1 2])');  %坐标的取值范围 

delta=(rang(:,2)-rang(:,1))/(8*num); %画图的标注位置调整量 

ch='LPSBEM'; 

hold on 

for i=1:num 

plot(G(i,2),G(i,1),'*')  %画行点散布图 

text(G(i,2)+delta(2),G(i,1),ch(i)) %对行点进行标注 

plot(F(i,2),F(i,1),'H') %画列点散布图 

text(F(i,2)+delta(2),F(i,1),int2str(i+1972)) %对列点进行标注 

end 

xlabel('dim2'), ylabel('dim1') 

xlswrite('tt1',[diag(s),lamda,ksi2square,con_rate,cum_rate]) 

%把计算结果输出到Excel文件，这样便于把数据直接贴到word中的表格 

 

例17  试用对应分析研究我国部分省份的农村居民家庭人均消费支出结构。选取7

个变量：A为食品支出比重，B为衣着支出比重，C为居住支出比重，D为家庭设备及服务

支出比重，E为医疗保健支出比重，F为交通和通讯支出比重，G为文教娱乐、日用品及

服务支出比重。考察的地区（即样品）有10个：山西、内蒙古、吉林、辽宁、黑龙江、

海南、四川、贵州、甘肃、青海（原始数据见表41）。 

表41  中国10个省份农村居民家庭人均消费支出数据 

地区 A B C D E F G 

1 山西 0.583910 0.111480 0.092473 0.050073 0.038193 0.018803 0.079946 

2 内蒙古 0.581218 0.081315 0.112380 0.042396 0.043280 0.040004 0.083339 

3 辽宁 0.565036 0.100121 0.123970 0.041121 0.043429 0.031328 0.078919 

4 吉林 0.530918 0.105360 0.116952 0.045064 0.043735 0.038508 0.095256 

5 黑龙江 0.555201 0.096500 0.143498 0.037566 0.052111 0.026267 0.072829 

6 海南 0.654952 0.047852 0.095238 0.047945 0.022134 0.018519 0.096844 

7 四川 0.640012 0.061680 0.116677 0.048471 0.033529 0.017439 0.072043 

8 贵州 0.725239 0.056362 0.073262 0.044388 0.016366 0.015720 0.057261 

9 甘肃 0.678630 0.058043 0.088316 0.038100 0.039794 0.015167 0.067999 

10青海 0.665913 0.088508 0.096899 0.038191 0.039275 0.019243 0.033801 
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解  数据表41中列变量（A,B,C,D,E,F,G）是消费支出的几个指标，可以理解为属

性变量“消费支出”的几个水平（或类目）。表41中的样品（行变量）是几个不同的地

区，可理解为属性变量“地区”的几个不同水平（或类目）。 

表42和图9给出了计算的主要结果。 

表42  惯量和
2χ （卡方）分解 

奇异值 主惯量 卡方 贡献率 累积贡献率 

0.13161 0.017321 0.170306 0.655946 0.655946 

0.069681 0.004855 0.04774 0.183872 0.839818 

0.048169 0.00232 0.022814 0.087868 0.927686 

0.035818 0.001283 0.012614 0.048585 0.976271 

0.022939 0.000526 0.005174 0.019927 0.996198 

0.01002 0.0001 0.000987 0.003802 1 
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                图9  行点和列点的散布图 

总
2χ 统计量等于0.2596，总

2χ 统计量的83.98%可用前两维即可说明，它表示行

点和列点之间的关系用二维表示就足够了。 

在图9中，给出10个样品点（用 10,,2,1 L 表示）和7个变量点（用 G,B,A, L 表示）

在相同坐标系上绘制的散布图。从图中可以看出，样品点和变量点可以分为两类；第一

类包括变量点B,C,E,F,G和样品点1,2,3,4,5；第二类包括变量点A,D和样品点6,7,8,9, 

10。 

在第一类中，变量为衣着（B），居住（C），医疗保健（E），交通和通讯（F），

文教娱乐、日用品及服务（G）的支出分别占总支出的比重；地区有：山西（1），内蒙

古（2），辽宁（3），吉林（4），黑龙江（5），它们位于我国的东部和北部地区，说

明这5个地区的消费支出结构相似。在第二类中，变量为食品（A），家庭设备及服务（D）

的支出分别占总支出的比重；地区有：海南（6），四川（7），贵州（8），甘肃（9），

青海（10）,它们位于我国的南部和西部地区，说明这5个地区的消费支出结构相似。 

计算的Matlab程序如下： 

clc, clear 

%format long 

load data.txt   %原始文件保存在纯文本文件data.txt中 

x=data; 

T=sum(sum(x)); 
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P=x/T;   %计算对应矩阵P 

r=sum(P,2), c=sum(P)  %计算边缘分布 

Row_prifile=x./repmat(sum(x,2),1,size(x,2))   %计算行轮廓分布阵 

Z=(P-r*c)./sqrt((r*c));   %计算标准化数据Z 

[u,s,v]= svd(Z,'econ')    %对标准化后的数据阵Z作奇异值分解 

w2=sign(repmat(sum(v),size(v,1),1)) %修改特征向量的符号矩阵 

%使得v中的每一个列向量的分量和大于0 

w1=sign(repmat(sum(v),size(u,1),1))  %根据v对应地修改u的符号 

ub=u.*w1  %修改特征向量的正负号 

vb=v.*w2  %修改特征向量的正负号 

lamda=diag(s).^2   %计算Z'*Z的特征值 

ksi2square=T*(lamda)  %计算卡方统计量的分解 

T_ksi2square=sum(ksi2square) %计算总卡方统计量 

con_rate=lamda/sum(lamda)  %计算贡献率 

cum_rate=cumsum(con_rate)  %计算累积贡献率 

B=diag(r.^(-1/2))*ub;  %求加权特征向量 

G=B*s   %求行轮廓坐标 

A=diag(c.^(-1/2))*vb;   %求加权特征向量 

F=A*s   %求列轮廓坐标F 

num1=size(G,1);  %样本点的个数 

num2=size(F,1);  %变量个数 

rang=minmax(G(:,[1 2])');  %坐标的取值范围 

delta=(rang(:,2)-rang(:,1))/(6*num1); %画图的标注位置调整量 

ch='ABCDEFG'; 

hold on 

for i=1:num1 

plot(G(i,1),G(i,2),'*')  %画行点散布图 

text(G(i,1)+delta(1),G(i,2),int2str(i)) %对行点进行标注 

end 

for i=1:num2 

plot(F(i,1),F(i,2),'H') %画列点散布图 

text(F(i,1)+delta(1),F(i,2),ch(i)) %对列点进行标注 

end 

xlabel('dim1'), ylabel('dim2') 

xlswrite('tt',[diag(s),lamda,ksi2square,con_rate,cum_rate]) 

%把计算结果输出到Excel文件，这样便于把数据直接贴到word中的表格 

 

§10  对应分析在品牌定位研究中的应用研究 

对应分析（Correspondence Analysis）是研究变量间相互关系的有效方法，通过

对交叉列表（Cross-table）结构的研究，揭示变量不同水平间的对应关系，是市场研

究中经常用到的统计技术。 

10.1  基本原理 

假定某产品有 n 个品牌，形象评价用语 p 个，以 ijx 表示“认为第 i 个品牌具有第 j
形象”的人数，以 •ix 表示评价第 i 个品牌的总人数， jx• 表示回答第 j 个形象的总人数
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（ ni ,,2,1 L= ， pj ,,2,1 L= ），即 ∑
=

• =
p

j
iji xx

1
， ∑

=
• =

n

i
ijj xx

1
。记 pnijxX ×= )( 。 

首先化数据阵 X 为规格化的“概率”矩阵 P ，记 pnijpP ×= )( ，其中 Txp ijij /= ，

∑∑
= =

=
n

i

p

j
ijxT

1 1
。再对数据进行对应变换，令 pnijzZ ×= )( ，其中 

ji

jiij

ji

jiij
ij xx

Txxx
pp

ppp
z

••

••

••

•• −
=

−
=

/
（ ni ,,2,1 L= ； pj ,,2,1 L= ）      

对Z 进行奇异值分解，
TVUZ Λ= ，其中U 为 nn× 正交矩阵，V 为 pp× 正交矩

阵， ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡Λ
=Λ

00
0m

，这里 ,(diag 1dm =Λ  ), mdL ，其中 id （ mi ,,2,1 L= ）为Z 的

奇异值。  

记 )( 21 UUU M= ， )( 21 VVV M= ，其中 1U 为 mn× 的列正交矩阵， 1V 为 mp× 的

列正交矩阵，则Z 的奇异值分解式等价于
T

mVUZ 11Λ= 。 

记 ),,,(diag 21 •••= nr pppD L ， ),,,(diag 21 pc pppD •••= L ，其中 ∑
=

• =
p

j
iji pp

1
，

∑
=

• =
n

i
ijj pp

1

。则行轮廓的坐标为 mr UDG Λ= −
1

2/1
，列轮廓的坐标为 mc VDF Λ= −

1
2/1

。 

最后通过贡献率的比较确定需截取的维数，形成对应分析图。 

10.2  应用实例 

受某家电企业的委托，调查公司在全国10个大城市进行了入户调查，重点检测5个

空调品牌的形象特征，形象空间包括少男、少女、白领等8个形象指标。 

1．基础资料整理 

对应分析需要将品牌指标与形象指标数据按交叉列表的方式整理，数据整理结果见

表43。 
表43  10城市调研基础数据 

形  象  空  间 
品牌 

少男 少年 白领 工人 农民 士兵 主管 教授 行和 

A 543 342 453 609 261 360 243 183 2994 

B 245 785 630 597 311 233 108 69 2978 

C 300 200 489 740 365 324 327 228 2973 

D 401 396 395 693 350 309 263 143 2950 

E 147 117 410 726 366 447 329 420 2962 

列和 1636 1840 2377 3365 1653 1673 1270 1043 14857

 

2．计算惯量，确定维数 

惯量（inertia）实际上就是 ZZ T
的特征值，表示相应维数对各类别的解释量，维

数的数量最大等于“行变量数-1”与“列变量数-1”中的较少者，本例最多可以产生4

个维数。从计算结果（表44）可见，第一维数的解释量达75%，前2个维数的解释度已达

95%。 

选取几个维数对结果进行分析，需结合实际情况，一般解释量累积达85%以上即可
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获得较好的分析效果，故本例取两个维数即可。 

表44  各维数的惯量、奇异值 

维数 奇异值 惯量 贡献率 累积贡献率 

1 0.289722 0.083939 0.74992 0.74992 
2 0.149634 0.02239 0.200039 0.949959 
3 0.064019 0.004098 0.036616 0.986575 
4 0.038764 0.001503 0.013425 1 

 

3．计算行坐标和列坐标 

行坐标和列坐标的计算结果见表45和表46。 

表45  行坐标 

    A B C D E 

第一维 -0.0267 -0.4790 0.1644 -0.0559 0.3992 

第二维 0.2231 -0.1590 0.0064 0.0946 -0.1663 

 
表46  列坐标 

    少男 少女 白领 工人 农民 士兵 主管 教授 

第一维 -0.0975 -0.6147 -0.1334 0.0724 0.0639 0.1923 0.3049 0.5269 

第二维 0.3986 -0.1062 -0.0753 -0.0188 -0.0673 0.001 0.049 -0.1601 

 

    在图10中，给出5个样品点（用A,B,C,D,E表示）和8个形象指标（用 8,,2,1 L 表示）

在相同坐标系上绘制的散布图。从图中可以非常直观地反映出品牌A是“少男”，品牌B

是“少女”，品牌C是“士兵”，品牌D是“工人”，品牌E是“教授”。 
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              图10  行点和列点的散布图 

4．补充 

由于品牌与形象指标在同一坐标系下，可以借助欧氏距离公式从数量的角度度量品

牌与形象的密切程度，计算结果见表47。从中可见，品牌A的形象主要是“少年”，品

牌B的形象主要是“少女”，品牌C的形象主要是“士兵”，品牌D的形象主要是“工人”，

品牌D的形象主要是教授。 
表47  各品牌与各形象间的距离 

 少男 少年 白领 工人 农民 士兵 主管 教授 



  -663-

A 0.1893 0.674 0.317 0.2617 0.3041 0.3119 0.3745 0.6733 
B 0.6756 0.1456 0.3556 0.569 0.5507 0.6902 0.8111 1.006 
C 0.4716 0.7872 0.3088 0.0954 0.1246 0.0285 0.1468 0.399 
D 0.3069 0.5938 0.1867 0.1712 0.2013 0.2653 0.3636 0.636 
E 0.7522 1.01569 0.5403 0.3586 0.3496 0.266 0.235 0.1279 

 

计算的Matlab程序如下： 

clc,clear 

x=[543 342 453 609 261 360 243 183 

245 785 630 597 311 233 108 69 

300 200 489 740 365 324 327 228 

401 396 395 693 350 309 263 143 

147 117 410 726 366 447 329 420]; 

x_i_dot=sum(x,2)   %计算行和 

x_dot_j=sum(x)  %计算列和 

T=sum(x_i_dot)  %计算数据的总和 

P=x/T;   %计算对应矩阵P 

r=sum(P,2), c=sum(P)  %计算边缘分布 

Row_prifile=x./repmat(sum(x,2),1,size(x,2))   %计算行轮廓分布阵 

Z=(P-r*c)./sqrt((r*c));   %计算标准化数据Z 

[u,s,v]=svd(Z,'econ')  %对标准化后的数据阵Z作奇异值分解 

w2=sign(repmat(sum(v),size(v,1),1)) %修改特征向量的符号矩阵 

%使得v中的每一个列向量的分量和大于0 

w1=sign(repmat(sum(v),size(u,1),1));  %根据v对应地修改u的符号 

ub=u.*w1;  %修改特征向量的正负号 

vb=v.*w2;  %修改特征向量的正负号 

lamda=diag(s).^2   %计算Z'*Z的特征值 

ksi2square=T*(lamda)  %计算卡方统计量的分解 

T_ksi2square=sum(ksi2square) %计算总卡方统计量 

con_rate=lamda/sum(lamda)  %计算贡献率 

cum_rate=cumsum(con_rate)  %计算累积贡献率 

B=diag(r.^(-1/2))*ub;  %求加权特征向量 

G=B*s   %求行轮廓坐标 

A=diag(c.^(-1/2))*vb;   %求加权特征向量 

F=A*s   %求列轮廓坐标F 

num1=size(G,1);  %样本点的个数 

num2=size(F,1);  %变量个数 

rang=minmax(G(:,[1 2])');  %行坐标的取值范围 

delta=(rang(:,2)-rang(:,1))/(4*num1); %画图的标注位置调整量 

chrow='ABCDE'; 

hold on 

for i=1:num1 

plot(G(i,1),G(i,2),'*')  %画行点散布图 

text(G(i,1)+delta(1),G(i,2),chrow(i)) %对行点进行标注 
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end 

for i=1:num2 

plot(F(i,1),F(i,2),'H') %画列点散布图 

text(F(i,1)-delta(1),F(i,2),int2str(i)) %对列点进行标注 

end 

xlabel('dim1'), ylabel('dim2') 

xlswrite('tt',[diag(s),lamda,ksi2square,con_rate,cum_rate]) 

%把计算结果输出到Excel文件，这样便于把数据直接贴到word中的表格 

dd=dist(G(:,1:2),F(:,1:2)') 

%计算第一个矩阵的行向量与第二个矩阵的列向量之间的距离 

 

§11  多维标度法 

    11.1  引例 

在实际中往往会碰到这样的问题：有 n 个由多个指标（变量）反映的客体，但反映

客体的指标个数是多少不清楚，甚至指标本身是什么也是模糊的，更谈不上直接测量或

观察它，仅仅所能知道的是这 n 个客体之间的某种距离（不一定是通常的欧氏距离）或

者某种相似性，我们希望仅由这种距离或者相似性给出的信息出发，在较低维的欧氏空

间把这 n 个客体（作为几何点）的图形描绘出来，从而尽可能揭示这 n 个客体之间的真

实结果关系，这就是多维标度法所要研究的问题。 

一个经典的例子是利用城市之间的距离来绘制地图。 

例18  表48列出了通过测量得到的英国12个城市之间公路长度的数据。由于公路不

是平直的，所以它们还不是城市之间的最短距离，只可以看作是这些城市之间的近似距

离，我们希望利用这些距离数据画一张平面地图，标出这12个城市的位置，使之尽量接

近表中所给出的距离数据，从而反映它们的真实地理位置。 

表48  英国12城市之间的公路距离（单位：英里） 

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

1 0            

2 244 0           

3 218 350 0          

4 284 77 369 0         

5 197 164 347 242 0        

6 312 444 94 463 441 0       

7 215 221 150 236 279 245 0      

8 469 583 251 598 598 169 380 0     

9 166 242 116 257 269 210 55 349 0    

10 212 53 298 72 170 392 168 531 190 0   

11 253 325 57 340 359 143 117 264 91 273 0  

12 270 168 284 164 277 378 143 514 173 111 256 0 

注：1.阿伯瑞斯吹，2.布莱顿，3.卡里斯尔，4.多佛，5.爱塞特，6.格拉斯哥，7.赫尔，8.印

威内斯，9.里兹，10.伦敦，11.纽加塞耳，12.挪利其。 

 

11.2  经典的多维标度法 

11.2.1  距离阵 

我们这里研究的距离不限于通常的欧氏距离。首先对距离的意义加以拓广，给出如

下的距离阵定义。 
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定义4  一个 nn× 阶矩阵 )( ijdD = ，如果满足 

（a） DDT =  

（b） 0≥ijd ， 0=iid ， nji ,,2,1, L=  

则称 D 为距离阵， ijd 称为第 i 个点与第 j 个点间的距离。 

表48就是一个距离阵。 

有了一个距离阵 )( ijdD = ，多维标度法的目的就是要确定数 k 并且在 k 维空间
kR

中求n 个点 neee ,,, 21 L ，其中
T

ikiii xxxe ),,,( 21 L= ，使得这 n 个点的欧氏距离与距离

阵中的相应值在某种意义下尽量接近。即如果用 )ˆ(ˆ
ijdD = 记求得的 n 个点的距离阵，

则要求在某种意义下， D̂ 和 D尽量接近。在实际中，为了使求得的结果易于解释，通

常取 3,2,1=k 。 

下面给出多维标度法解的概念。 

设按某种要求求得的n 个点为 neee ,,, 21 L ，并写成矩阵形式
T

neeX ),,( 1 L= ，则

称 X 为 D的一个解（或叫多维标度解）。在多维标度法中，形象地称 X 为距离阵 D的

一个拟合构图（configuration）,由这n 个点之间的欧氏距离构成的距离阵称为 D 的

拟合距离阵。所谓拟合构图，其意义是有了这n 个点的坐标，可以在
kR 中画出图来，

使得它们的距离阵 D̂ 和原始的 n 个客体的距离阵 D接近，并可给出原始 n 个客体关系

一个有意义的解释。特别地，如果 DD =ˆ ，则称 X 为 D 的一个构图。 

由于求解的n 个点仅仅要求它们的相对欧氏距离和 D 接近，即只要求它们的相对

位置确定而与它们在
kR 中的绝对位置无关，所以所求得的解不唯一。 

根据以上距离阵的定义，并不是任何距离阵 D ，都真实地存在一个欧氏空间
kR 和

其中的n 个点，使得 n 个点之间的距离阵等于 D 。于是，一个距离阵并不一定都有通

常距离的含义。为了把有通常意义和没有通常意义的距离阵区别开来，我们引进欧氏型

距离阵和非欧氏型距离阵的概念。 

11.2.2  欧氏距离阵 

定义5  对于一个 nn× 距离阵 )( ijdD = ，如果存在某个正整数 p 和
pR 中的n 个

点 neee ,,, 21 L ，使得 

 )()(2
ji

T
jiij eeeed −−= ， nji ,,2,1, L=                           （105） 

则称 D 为欧氏的。 

为了叙述问题方便，先引进几个记号。设 )( ijdD = 为一个距离阵，令 

 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−==

−==

T

ijijij

n
IHHAHB

daaA

111,

2
1),( 2

其中

其中

                                （106） 

对 B 计算主成分。如果是实际问题，按空间维数1，2，3，主成分个数应分别取 ,1=k  

3,2 。这些主成分的对应分量就是所求的点的坐标。当然，坐标解并不唯一，平移或旋

转不改变距离，仍然是解。我们也可以将其它的距离或相似系数改造成欧氏距离，来反

求其坐标。 
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11.2.3  多维标度的经典解 

下面我们给出求经典解的步骤： 

（1）由距离阵 D 构造矩阵 )
2
1()( 2

ijij daA −== 。 

（2）作出矩阵 HAHB = ，其中
T

n
IH 111
−= 。 

（3）求出 B 的 k 个最大特征值 kλλλ ≥≥≥ L21 ，和对应的正交特征向量 ,,1 Lα  

kα ，并且满足规格化条件 ii
T
i λαα = ， ki ,,2,1 L= 。 

注意，这里关于 k 的选取有两种方法：一种是事先指定，例如 2,1=k 或3；另一种

是考虑前 k 个特征值在全体特征值中所占的比例，这时需将所有特征值 nλλ ≥≥L1 求

出。如果 iλ 都非负，说明 0≥B 从而 D为欧氏的，则依据 

  0
1

1 ϕ
λλ
λλϕ ≥

++
++

=
n

k

L

L
                                      （107） 

来确定上式成立的最小 k 值，其中 0ϕ 为预先给定的百分数（即变差贡献比例）。如果 iλ
中有负值，表明 D 是非欧的，这时用 

   0
1

1 ϕ
λλ
λλϕ ≥

++
++

=
n

k

L

L
                                     （108） 

求出最小的 k 值，但必要求 01 >≥≥ kλλ L ，否则必须减少 0ϕ 的值以减少个数 k 。 

    （4）将所求得的特征向量顺序排成一个 kn× 矩阵 ),,(ˆ
1 kX αα L= ，则 X̂ 就是 D

的一个拟合构图，或者说 X̂ 的行向量 ),,,( 21 ikii
T
i xxxe L= ， ni ,,2,1 L= 对应的点 ,1P  

nP,L 是 D的拟合构图点。我们把这一 k 维拟合图叫做经典解 k 维拟合构图（简称经典

解）。 

例19  设 77× 阶距离阵 

  

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

1
10
110
1310
12310
132310
1132310

D  

求 D的经典解。 

    解  编写如下的Matlab程序 

D=[0, 1, sqrt(3), 2, sqrt(3), 1, 1; zeros(1,2),1, sqrt(3), 2, sqrt(3), 1 

   zeros(1,3),1, sqrt(3), 2, 1;zeros(1,4), 1, sqrt(3), 1 

   zeros(1,5), 1, 1; zeros(1,6), 1; zeros(1,7)]  %原始距离矩阵的上三角元素 

%必须把距离矩阵变换成pdist函数的输出形式 

d=D'; d=d(:); d=nonzeros(d); %按照一定的顺序提出矩阵D中的非零元素 
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d=d'; %注意，d必须为行向量或实对称矩阵 

[y,eigvals]=cmdscale(d)   %求经典解，请看Matlab工具箱的帮助 

plot(y(:,1),y(:,2),'o')   %画出点的坐标 

%下面我们通过求特征值求经典解 

D2=D+D'; %构造对称距离矩阵   

A=-D2.^2/2;   %构造A矩阵 

n=size(A,1); 

H=eye(n)-ones(n,1)*ones(1,n)/n;  %构造H矩阵 

B=H*A*H   %构造B矩阵 

[vec,val]=eig(B);  %求B矩阵的特征向量vec和特征值val 

[val,ind]=sort(diag(val),'descend') %把特征按从大到小排列 

vec=vec(:,ind)  %相应地把特征向量也重新排序 

point=[sqrt(val(1))*vec(:,1),sqrt(val(2))*vec(:,2)] %求点的坐标 

hold on 

plot(point(:,1),point(:,2),'*')   

%求得的解与cmdscale求得的解有一个旋转 

求得 B 矩阵的特征值为 

 321 == λλ ， 073 === λλ L ， 

求得的7个点刚好为边长为1的正六边形的6个顶点和中心。 

例20（续例18） 求例18的经典解。 

clc, clear 

d0=textread('d.txt');   %把原始数据保存在纯文本文件d.txt中 

d=d0(:); d=nonzeros(d); %按照一定的顺序提出矩阵D中的非零元素 

d=d'; %注意，d必须为行向量或实对称矩阵 

cities={'1.阿伯瑞斯吹','2.布莱顿','3.卡里斯尔','4.多佛','5.爱塞特',... 

'6.格拉斯哥','7.赫尔','8.印威内斯','9.里兹','10.伦敦',... 

'11.纽加塞耳','12.挪利其'}  %构造细胞数组 

[y,eigvals]=cmdscale(d)   %求经典解 

plot(y(:,1),y(:,2),'o')   %画出点的坐标 

text(y(:,1)+25,y(:,2),cities); %对点进行标注 

求解结果如图11所示。 
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           图11  数据的多维标度分析 
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11.2.4  相似阵情形 

有时已知的不是 n 个客体之间的某种距离，而是已知n 个客体之间的某种相似性，

即已知的是一个相似矩阵。 

定义6  设 )( ijcC = 为一个相似矩阵，令 

  
2/1)2( jjijiiij cccd +−=                                      （109） 

得到一个距离阵 )( ijdD = ，我们称变换式（109）为从相似阵C 到距离 D的标准变换。 

 

11.3  非度量方法 

在实际中，对 n 个客体所能观测到的可能既不是它们之间的距离也不是相似系数，

而只是它们之间某种差异程度的顺序。确切一点说，例如对其中的两对客体 i 和 j ，s 和
t ，每对之间都有差异，但具体差异是多少都难以用数值来表示，只知道 i 和 j 的差异

要比 s 和 t 的差异大。这样对于n 个客体的 )1(
2
1

−nn 对之间的差异程度可以排一个序： 

  
mm jiji dd ≤≤L

11
， )1(

2
1

−= nnm                              （110） 

其中
rr jid 表示客体 ri 和 rj 之间的差异，数学上，可以赋予每个

rr jid 一个数值，但数值

大小本身没有什么意义，仅仅为了标明式（110）中的顺序而用的。我们希望仅从n 个

客体之间的这种差异顺序出发找出一个拟合构图 X 来反映这 n 个客体之间的结构关

系。这就是非度量多维标度所要解决的问题。 

在多维标度方法中，使用Stress度量拟合精度，Stress的一种定义如下： 
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其中 ijδ̂ 为拟合后的两点间的距离。Matlab和Spss等软件会直接给出该检验值的。 

 

习题二十六 

1．表 49 是 1999 年中国省、自治区的城市规模结构特征的一些数据，试通过聚类

分析将这些省、自治区进行分类。 
表 49  城市规模结构特征数据 

省、自治区  
城市规模 

（万人）  
城市首位度 城市指数  基尼系数  

城市规模中位

值（万人）  

京津冀  699.70  1.4371  0.9364  0.7804  10.880  
山西  179.46  1.8982  1.0006  0.5870  11.780  
内蒙古  111.13  1.4180  0.6772  0.5158  17.775  
辽宁  389.60  1.9182  0.8541  0.5762  26.320  
吉林  211.34  1.7880  1.0798  0.4569  19.705  
黑龙江  259.00  2.3059  0.3417  0.5076  23.480  
苏沪  923.19  3.7350  2.0572  0.6208  22.160  
浙江  139.29  1.8712  0.8858  0.4536  12.670  
安徽  102.78  1.2333  0.5326  0.3798  27.375  
福建  108.50  1.7291  0.9325  0.4687  11.120  
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江西  129.20  3.2454  1.1935  0.4519  17.080  
山东  173.35  1.0018  0.4296  0.4503  21.215  
河南  151.54  1.4927  0.6775  0.4738  13.940  
湖北  434.46  7.1328  2.4413  0.5282  19.190  
湖南  139.29  2.3501  0.8360  0.4890  14.250  
广东  336.54  3.5407  1.3863  0.4020  22.195  
广西  96.12  1.2288  0.6382  0.5000  14.340  
海南  45.43  2.1915  0.8648  0.4136  8.730  
川渝  365.01  1.6801  1.1486  0.5720  18.615  
云南  146.00  6.6333  2.3785  0.5359  12.250  
贵州  136.22  2.8279  1.2918  0.5984  10.470  
西藏  11.79  4.1514  1.1798  0.6118  7.315  
陕西  244.04  5.1194  1.9682  0.6287  17.800  
甘肃  145.49  4.7515  1.9366  0.5806  11.650  
青海  61.36  8.2695  0.8598  0.8098  7.420  
宁夏  47.60  1.5078  0.9587  0.4843  9.730  
新疆  128.67  3.8535  1.6216  0.4901  14.470  
 

  2. 表 50 是我国 1984—2000 年宏观投资的一些数据，试利用主成分分析对投资效

益进行分析和排序。  
表50  1984—2000年宏观投资效益主要指标 

年份 
投资效果系数 

（无时滞） 

投资效果系数

（时滞一年）

全社会固定资

产交付使用率

建设项目 

投产率 

基建房屋 

竣工率 

1984 0.71 0.49 0.41 0.51 0.46 
1985 0.40 0.49 0.44 0.57 0.50 
1986 0.55 0.56 0.48 0.53 0.49 
1987 0.62 0.93 0.38 0.53 0.47 
1988 0.45 0.42 0.41 0.54 0.47 
1989 0.36 0.37 0.46 0.54 0.48 
1990 0.55 0.68 0.42 0.54 0.46 
1991 0.62 0.90 0.38 0.56 0.46 
1992 0.61 0.99 0.33 0.57 0.43 
1993 0.71 0.93 0.35 0.66 0.44 
1994 0.59 0.69 0.36 0.57 0.48 
1995 0.41 0.47 0.40 0.54 0.48 
1996 0.26 0.29 0.43 0.57 0.48 
1997 0.14 0.16 0.43 0.55 0.47 
1998 0.12 0.13 0.45 0.59 0.54 
1999 0.22 0.25 0.44 0.58 0.52 
2000 0.71 0.49 0.41 0.51 0.46 

 

3．表51资料为25名健康人的7项生化检验结果，7项生化检验指标依次命名为 ,1x  

72 ,, xx L ，请对该资料进行因子分析。 
表51  检验数据 

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 

3.76 3.66 0.54 5.28 9.77 13.74 4.78 
8.59 4.99 1.34 10.02 7.5 10.16 2.13 
6.22 6.14 4.52 9.84 2.17 2.73 1.09 
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7.57 7.28 7.07 12.66 1.79 2.1 0.82 
9.03 7.08 2.59 11.76 4.54 6.22 1.28 
5.51 3.98 1.3 6.92 5.33 7.3 2.4 
3.27 0.62 0.44 3.36 7.63 8.84 8.39 
8.74 7 3.31 11.68 3.53 4.76 1.12 
9.64 9.49 1.03 13.57 13.13 18.52 2.35 
9.73 1.33 1 9.87 9.87 11.06 3.7 
8.59 2.98 1.17 9.17 7.85 9.91 2.62 
7.12 5.49 3.68 9.72 2.64 3.43 1.19 
4.69 3.01 2.17 5.98 2.76 3.55 2.01 
5.51 1.34 1.27 5.81 4.57 5.38 3.43 
1.66 1.61 1.57 2.8 1.78 2.09 3.72 
5.9 5.76 1.55 8.84 5.4 7.5 1.97 
9.84 9.27 1.51 13.6 9.02 12.67 1.75 
8.39 4.92 2.54 10.05 3.96 5.24 1.43 
4.94 4.38 1.03 6.68 6.49 9.06 2.81 
7.23 2.3 1.77 7.79 4.39 5.37 2.27 
9.46 7.31 1.04 12 11.58 16.18 2.42 
9.55 5.35 4.25 11.74 2.77 3.51 1.05 
4.94 4.52 4.5 8.07 1.79 2.1 1.29 
8.21 3.08 2.42 9.1 3.75 4.66 1.72 
9.41 6.44 5.11 12.5 2.45 3.1 0.91 

 
4．为了了解家庭的特征与其消费模式之间的关系。调查了70个家庭的下面两组变

量： 

⎩
⎨
⎧

每年外出看电影频率

每年去餐馆就餐的频率

：

：

2

1

x
x

，
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

户主受教育程度

家庭的年收入

户主的年龄

：

：

：

3

2

1

y
y
y

 

已知相关系数矩阵见表52，试对两组变量之间的相关性进行典型相关分析。 

表52  相关系数矩阵 

 x1 x2 y1 y2 y3 

x1 1 0.8 0.26 0.67 0.34 
x2 0.8 1 0.33 0.59 0.34 
y1 0.26 0.33 1 0.37 0.21 
y2 0.67 0.59 0.37 1 0.35 
y3 0.34 0.34 0.21 0.35 1 

 
5．近年来我国淡水湖水质富营养化的污染日趋严重，如何对湖泊水质的富营养化

进行综合评价与治理是摆在我们面前的一项重要任务。表 53 和表 54 分别为我国 5 个湖

泊的实测数据和湖泊水质评价标准。 
表 53  全国 5 个主要湖泊评价参数的实测数据 

 总磷（mg/L） 耗氧量（mg/L） 透明度（L） 总氮（mg/L） 
杭州西湖 130 10.3 0.35 2.76 
武汉东胡 105 10.7 0.4 2.0 
青海湖 20 1.4 4.5 0.22 
巢湖 30 6.26 0.25 1.67 
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滇池 20 10.13 0.5 0.23 
 

表 54  湖泊水质评价标准 
评价参数 极贫营养 贫营养 中营养 富营养 极富营养 
总磷 <1 4 23 110 >660 
耗氧量 <0.09 0.36 1.8 7.1 >27.1 
透明度 >37 12 2.4 0.55 <0.17 
总氮 <0.02 0.06 0.31 1.2 >4.6 

 
    （1）试利用以上数据，分析总磷、耗氧量、透明度和总氮这 4 种指标对湖泊水质

富营养化所起作用。 
（2）对上述 5 个湖泊的水质进行综合评估，确定水质等级。 
6．表 55 是我国 16 个地区农民 1982 年支出情况的抽样调查的汇总资料，每个地区

都调查了反映每人平均生活消费支出情况的 6 个指标：食品（ 1x ），衣着（ 2x ），燃料

（ 3x ），住房（ 4x ），生活用品及其它（ 5x ），文化生活服务支出（ 6x ）。 

表 55  16 个地区农民生活水平的调查数据（单位：元） 
地区 x1 x2 x3 x4 x5 x6 

北京 190.33 43.77 9.73 60.54 49.01 9.04 

天津 135.20 36.40 10.47 44.16 36.49 3.94 

河北 95.21 22.83 9.30 22.44 22.81 2.80 

山西 104.78 25.11 6.40 9.89 18.17 3.25 

内蒙古 128.41 27.63 8.94 12.58 23.99 3.27 

辽宁 145.68 32.83 17.79 27.29 39.09 3.47 

吉林 159.37 33.38 18.37 11.81 25.29 5.22 

黑龙江 116.22 29.57 13.24 13.76 21.75 6.04 

上海 221.11 38.64 12.53 115.65 50.82 5.89 

江苏 144.98 29.12 11.67 42.60 27.30 5.74 

浙江 169.92 32.75 12.72 47.12 34.35 5.00 

安徽 153.11 23.09 15.62 23.54 18.18 6.39 

福建 144.92 21.26 16.96 19.52 21.75 6.73 

江西 140.54 21.50 17.64 19.19 15.97 4.94 

山东 115.84 30.26 12.20 33.61 33.77 3.85 

河南 101.18 23.26 8.46 20.20 20.50 4.30 

 
    （1）试用对应分析方法对所考察的 6 项指标和 16 个地区进行分类。 

（2）用 R 型因子分析方法（参数估计方法用主成分法）分析该组数据；并与（1）
的结果比较之。 

（3）用聚类分析方法分析该组数据；与（1），（2）的结果比较之。 
7．表 56 的数据是 10 种不同可乐软包装饮料的品牌的相似阵（0 表示相同，100

表示完全不同），试用多维标度法对其进行处理。 

表 56  可乐软包装饮料数据 
 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
1.Diet Pepsi 0          
2.Riet-Rite 34 0         
3.Yukon 79 54 0        
4.Dr.Pepper 86 56 70 0       
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5.Shasta 76 30 51 66 0      
6.Coca-Cola 63 40 37 90 35 0     
7.Ciet Dr.Pepper 57 86 77 50 76 77 0    
8.Tab 62 80 71 88 67 54 66 0   
9.Papsi-Cola 65 23 69 66 22 35 76 71 0  
10.Diet-Rite 26 60 70 89 63 67 59 33 59 0 

 
8．下面是关于摩托车的一个调查，我们共有 20 种车的数据，其中考察了五个变

量： 
1．发动机大小，用 1，2，3，4，5 来代表 
2．汽罐容量，用 1，2，3 来相对描述 
3．费油率，用 1，2，3，4 来相对描述 
4．重量，用 1，2，3，4，5 来描述 
5．产地，0 表示北美生产，1 表示其余产地 

试用多维标度法来处理表 57 中的数据，并对结果进行解释。 

表 57  摩托车性能数据 
车类型 发动机大小 汽罐容量 费油率 重量 产地 
Pontiac Paris 5 3 4 5 0 
Honda Civic 1 1 1 1 1 
Buick Century 4 2 4 3 0 
Subaru GL 1 1 1 2 1 
Volvo 740GLE 2 1 2 3 1 
Plymouth Caragel 2 1 2 3 0 
Honda Accord 1 1 2 2 1 
Chev Camaro 3 2 3 4 0 
Plymouth Horizon 2 1 2 2 0 
Chrvsler Davtona 2 1 2 3 0 
Cadillac Fleetw 4 3 4 5 0 
Ford Mustang 5 3 4 4 0 
Toyota Celica 2 1 2 2 1 
Ford Escort 1 1 2 2 0 
Toyota Tercel 1 1 1 1 1 
Toyota Camry 2 1 1 2 1 
Mercury Capri 5 3 4 4 0 
Toyota Cressida 3 2 3 4 1 
Nissan 300ZX 3 2 4 4 1 
Nissan Maxima 3 2 4 4 1 

 


